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Resumen

El objeto de estudio de esta tesis son los sistemas complejos: sistemas integrados por
una gran cantidad de elementos que interactiian entre si y de cuya interaccion surge un
comportamiento colectivo organizado. El tamano de estos sistemas hace que sea practi-
camente imposible estudiar su evolucién a nivel microscopico. Esto obliga a desarrollar
metodologias de trabajo en parte distintas a las de otras areas de la ciencia.

En el area de Sistemas Complejos es de fundamental importancia la construccién de
modelos. A través de los modelos se busca reproducir el comportamiento macroscopico
de los sistemas complejos e inferir lo que sucede a pequena escala en término medio, o
cual sera el comportamiento macroscépico si el sistema aumenta su tamafno.

La simulacion de un sistema es la ejecucién de un modelo con el fin de reproducir
sus comportamiento. Durante la simulacién se aplican las reglas de interaccion a las
variables definidas en el modelo. Para que el modelo sea ttil, y considerando que los
sistemas estan constituidos por una cantidad grande de componentes, es importante que
las reglas del modelo sean simples, y escalen lo mas eficientemente posible con el tamano
del sistema. Un buen modelo debe entonces encontrar un punto intermedio adecuado
entre la minuciosidad de la descripcion, la precision de sus resultados y la escalabilidad.

La variedad de modelos existentes en esta area se corresponde con la imposibilidad
de que un unico modelo capture en forma integra el comportamiento del sistema. En
esta tesis estudiamos los modelos combinatorios de sistemas complejos, que son aquellos
en que el sistema se modela a través de una red, a la que denominamos red compleja. En
su forma mas general, una red es un conjunto de nodos conectados entre si a través de
aristas, y se representa matematicamente a través de un grafo.

Nuestro aporte consiste en el desarrollo de métodos y algoritmos en el marco de los
modelos combinatorios, para caracterizar ciertas propiedades de los sistemas complejos.

La tesis esta organizada de la siguiente forma:

= En el Capitulo|l|introducimos el area de Sistemas Complejos y su evolucién histéri-
ca, ofrecemos algunos ejemplos de sistemas complejos, y nos introducimos en la

problemaética del modelado.

= El Capitulo [2| explora el estado del arte en el area de modelado combinatorio,
poniendo especial énfasis en aquellos trabajos o lineas de investigacién que sirven
de antecedente a los aportes de esta tesis. Este capitulo introduce gran parte de la

notaciéon utilizada durante todo el trabajo.

= En el Capitulo|3labordamos una caracteristica presente fundamentalmente en aque-

llas redes complejas que tienen una componente humana, como las redes sociales:
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la estructura comunitaria. Desarrollamos una metodologia para obtener comuni-
dades en redes de gran escala. Utilizamos un marco formal para describir nuestro
método, y en este marco ofrecemos fundamentos microscépicos de su funcionamien-
to. Aplicamos diversas métricas y herramientas de visualizaciéon para mostrar los
resultados en redes reales y en bancos de prueba. Ponemos énfasis también en el

estudio de la complejidad computacional y mostramos que el método es escalable.

En el Capitulo 4| estudiamos la Internet como red de flujo de informacion, y apor-
tamos un método para garantizar cotas inferiores de conectividad en la red en un
tiempo lineal con el tamano de la misma. El estudio de la conectividad de Internet
es relevante porque permite a los proveedores de servicio mejorar la robustez de
la red y aumentar la tolerancia a fallos. Nuestro algoritmo permite por ejemplo

identificar puntos débiles de la red.

Finalmente, en el Capitulo |5 desarrollamos una herramienta de visualizacién para
estudiar el fenémeno del agrupamiento (clustering) propio de las redes complejas.
Estudiamos diversas redes que poseen una estructura modular y jerarquica y mos-
tramos que a partir de la visualizacién es posible diferenciar a simple vista algunos

modelos de agrupamiento.



Overview

The subject of this dissertation are complex systems, which are systems formed by
multiple elements interacting between them. From these interactions, an organized co-
llective behavior emerges. The size of these systems makes it almost impossible to study
their evolution on the microscopical level, so that typical methodologies in Complex
Systems are essentially different from those in other fields of science.

Model building is of major importance in Complex Systems. Models are built in order
to reproduce macroscopic behavior of these systems and then infer what happens in a
small scale from a statistical point of view, or how the macroscopic behavior will evolve
if the system growths.

System simulation is the execution of a model in order to reproduce the system’s
behavior. Throughout a simulation, interaction rules are applied between the variables
defined in the model. In order for the model to be useful, and considering that these
systems are formed by a great number of components, it is important for the rules to be
as simple as possible, and to scale efficiently with the size of the system. Thus, a good
model should find a trade-off between refinement, precision of its results and scalability.

The variety of existing models in this field is due to the inability for a single model
to capture the full behavior of the system. In this dissertation we study combinatorial
models of complex systems, in which the representation of the system is a network,
which we call complex network. In general terms, networks are formed by nodes and
edges connecting them. They are mathematically described by graphs.

Our contribution here is to develop methods and algorithms for combinatorial models,
in order to study and characterize some properties of complex systems.

This dissertation is organized as follows:

= In Chapter [1| we introduce the Complex Systems field and some of its historical
milestones. We offer some examples of complex systems and we introduce the

modeling problem.

= Chapter [2|explores the state of the art in combinatorial modeling. We mainly focus
in those results or research lines which are most related with our contributions and
serve as precedent for this work. This chapter also introduces most of the notation

used throughout the entire work.

» In Chapter [3] we deal with a property which is mainly found in networks with
a human component, like social networks: community structure. We develop a
methodology for obtaining communities in large-scale networks. We describe the

method by using a formal framework in which we also offer microscopical arguments
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for its correct behavior. By means of comparison metrics and visualization tools,
we show the obtained results in both real networks and benchmarks. We also focus
on the computational complexity and show that our method scales efficiently with

the size of the networks.

In Chapter [d we study the Internet as an information flow network and we contri-
bute with a method that provides lower bounds for network connectivity in linear
time. Studying Internet connectivity is quite relevant because it allows service pro-
viders to improve the quality of service and increase fault tolerance. Our algorithm

is able to identify weak points in the network, for example.

Finally, in Chapter [5] we develop a visualization tool for studying the clustering
phenomenon in complex networks. We analyze several hierarchical and modular
networks. We use different types of clustering models on them and, by means
of visualization, we show that one of the models better reproduces the original

networks, and that it is possible to distinguish the models at a glance.



Capitulo 1
Introduccion

“It 1s merely suggested that some scientists will seek and develop for
themselves new kinds of collaborative arrangements; that these groups will
have members drawn from essentially all fields of science; and that these
new ways of working, effectively instrumented by huge computers, will
contribute greatly to the advance which the next half century will surely
achieve in handling the complex, but essentially organic, problems of the

biological and social sciences.”
WARREN WEAVER, “SCIENCE AND COMPLEXITY”, 1948 [156]

“Complezxity is the property of a real world system that is manifest in the

wmability of any one formalism being adequate to capture all its properties.”
DONALD MIKULECKY, 2001 [10§]

Fenomenos como la traslacion de la Tierra alrededor de su astro, el Sol, o el choque de
dos bolas de billar, pueden ser correctamente modelados y explicados a partir de las leyes
de la Mecanica Clésica. En cambio, la evolucion de un gas dentro de un recipiente, a pesar
de obedecer a esas mismas leyes, es irresoluble desde el punto de vista practico debido
al gran nimero de variables involucradas. La Fisica Estadistica ofrece las herramientas
necesarias para deducir —a partir de las leyes de la Mecanica Clasica— las propiedades
macroscépicas del sistema en el estado de equilibrio.

Extrapolar este método del estudio de gases en un recipiente al estudio del comporta-
miento de las personas en una sociedad no parece en principio factible. No disponemos de
leyes fisicas elementales, y el comportamiento de las personas se tildaria de impredecible
y complejo. Sin embargo, en una gran cantidad de situaciones se observa un comporta-
miento macroscopico organizado, como de hecho sucede en las movilizaciones masivas, la

conformacion de modas sociales y la difusién de un rumor. Mas alla de preguntarnos si
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estos hechos son deducibles a partir de leyes méas elementales, nos planteamos si pueden
ser entendidos como el resultado de las interacciones entre los individuos.

Esta digresion inicial nos permitird comprender la clasificacién que hiciera en 1948 el
matematico Warren Weaver, pionero en prever el estudio de los Sistemas Complejos como
una ciencia interdisciplinaria. Weaver clasificé a los problemas en aquellos de comple-
jidad desorganizada (disorganized complexity) y de complejidad organizada
(organized complexity), en términos de la dificultad de tratar con ellos y encontrar
su solucién [156].

Los problemas de complejidad desorganizada son aquellos en que las leyes que vincu-
lan a las variables son conocidas, pero el nimero de variables es muy grande y tipicamente
el estado inicial o entrada del problema se desconoce. Si ese estado inicial o entrada puede
considerarse de alguna manera aleatorio, entonces los métodos estadisticos entran en ac-
cién y permiten predecir ciertas propiedades globales —macroscopicas— del sistema como
un todo. Weaver aclara que el enfoque estadistico no se restringe a problemas fisicos sino
que puede aplicarse a problemas de fndole econémico o social. Las férmulas de Erlang]]
para el dimensionamiento de recursos y el Calculo Actuarial son también consecuencia
de este enfoque.

En los problemas de complejidad organizada también hay un gran nimero de varia-
bles. Estas variables se relacionan de una manera complicada, pero de ninguna forma
aleatoria. Consideremos por ejemplo el comportamiento de un grupo de personas en una
organizacion, o la manera en que la constitucion genética de un individuo se expresa
en sus rasgos caracteristicos. Lejos estamos de conocer leyes que gobiernen ambos pro-
blemas. Sin embargo somos capaces de percibir que las variables interactian de cierta
forma, dando como resultado un todo organico.

En contraposicién a estos problemas encontramos los problemas simples, en los
cuales el numero de variables es pequeno, y la forma en que estas variables interactian
es conocida. Estos problemas ocuparon a la fisica de los siglos XVIII, XIX y XX, y
resultaron en grandes avances tecnolégicos promoviendo la Revolucion Industrial y mas
tarde el surgimiento de la llamada Era de la Informacion.

Por tltimo, y para completar el esquema, existen problemas en los que se conocen
las leyes rectoras pero en los que la sensibilidad del sistema a las condiciones iniciales
impide predecir el resultado. Estos sistemas se denominan sistemas cadticos. En ellos,
pequenas alteraciones en la entrada suelen producir grandes perturbaciones observadas a
la salida. Los modelos climéaticos y los mercados de valores son ejemplos de estos sistemas.

El siguiente esquema muestra la clasificacion que acabamos de delinear:

Wéase “Teletraffic Engineering and Network Planning”, V.B. Iversen, 2010, pags. 108 y 232.
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CLASE CARACTERISTICAS ESENCIALES EJEMPLOS
- Funcionamiento de un motor de
. .. - Pequena cantidad de variables combustién (a partir de variables
Simplicidad . . . ‘-
- Leyes de interaccién conocidas macroscépicas)
- Radiacién de una antena
- Gran cantidad de variables
Complejidad - Leyes de interaccién conocidas - Modelos matematicos de poblaciones
desorganizada - Visién macroscépica - Modelos de decaimiento radiactivo
- Aleatoriedad
- Gran cantidad de variables - Estudio de factores genéticos en
Complejidad - Interaccién existente pero la enfermedad
organizada no formalizada - Estudio de las relaciones humanas
- Visién organica y formacion de grupos sociales
- Leyes d'e.lnteraccmn conocidas  Turbulencia en fuidos
Caos - Inestabilidad _ Climatologia
- Dificultad de prediccion

Cuadro 1.1: Clasificacion de los problemas cientificos realizada por W. Weaver en
1948 [156).

El objeto de estudio de la presente tesis —los sistemas complejos— se enmarca dentro
de los problemas de complejidad organizada. Este primer capitulo se encuentra dividi-
do en dos partes: en la primera presentaremos los sistemas complejos a través de sus
propiedades y algunos ejemplos, y construiremos una definicién. Luego haremos un bre-
ve recuento de la evolucion histérica de su estudio. En la segunda parte del capitulo

entraremos en el problema del modelado y la simulacion.

1.1. Introduccion a los Sistemas Complejos

Antes de intentar esbozar una definicion de los sistemas complejos introduciremos dos
nociones fundamentales relacionadas con ellos, y sobre las cuales existe un gran acuerdo

de parte de la comunidad cientifica:

Los sistemas complejos son emergentes. Estan constituidos por un gran ntmero
de elementos que interactiian entre si. Estas interacciones son relativamente simples en
su composicién. Sin embargo, a partir de la multiplicidad de relaciones individuales,
el sistema como un todo organico presenta ciertas caracteristicas que han emergido,
pero que no estaban presentes en los elementos individuales. A este surgimiento de una

estructura o patrén novedoso y coherente lo llamamos emergencia.
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Los sistemas complejos son auto-organizados (self-organized). Presentan en
gran escala una estructura ordenada que, nuevamente, surge como resultado colectivo
de las interacciones individuales. La organizacion no esta controlada por ningin agente
externo al sistema, ni tampoco por un miembro en particular del mismo; es mas bien es-
pontanea y descentralizada. Esto la hace robusta y tolerante a fallos. Un ejemplo practico
de este fenémeno en el contexto social es el llamado “comportamiento colectivo” (co-
llective behavior) de los grupos sociales. En muchos casos esta auto-organizaciéon implica

una estructura jerarquica.

Sobre los factores que originan la complejidad se ha hablado mucho, sobre todo desde
la biologia evolutiva, que ha buscado explicar de diversas formas la emergencia a partir
de la seleccién natural. Desde la perspectiva de la ingenieria se han propuesto teorias en
que la auto-organizacion es el resultado de un disenio optimizado frente a la escasez de
recursod’l

Por ultimo, queremos mencionar un tema que ha sido y es causa de debate. Hemos di-
cho que los elementos constituyentes de los sistemas complejos interactiian de una forma
que no es simple ni formalizable, pero que de esa interaccion surgen propiedades globales
que no poseian los elementos individuales. Cabe preguntarse cudl es la esencia de dichas
interacciones, ya que la respuesta a esta pregunta podria decirnos algo esencial respecto
a los sistemas complejos. Por un parte, el reduccionismo cientifico construido por
Descartes y que ha impulsado con gran éxito a las ciencias naturales desde el siglo XVI
postula que se puede tener un conocimiento completo de un sistema a partir del conoci-
miento de cada una de las partes que lo constituyen. Este enfoque, que tiene antecedentes
en el atomismo griego, llevd por ejemplo a E. Zermelo a buscar un conjunto axiomético
completo para las matematicas, y a R. Dawkins a reducir la complejidad bioldgica a la
seleccion natural. Segun el reduccionismo, las interacciones serian deducibles a partir del
conocimiento cabal de los elementos del sistema.

En contraposicién al reduccionismo, el holismo o emergentismo postula la nece-
sidad de ver al sistema como un todo. La comprensién de cada elemento particular no
alcanza para comprender al sistema, y entonces concluimos que lo novedoso es la in-
teraccion. Es decir, la interacciéon de las partes es la que da como resultado un todo
organizado. En esta perspectiva holistica se arraigan, por ejemplo, la teoria psicologica
de la Gestalt, la biologfa relacional de Rashevsky-Rosenf!| y la filosoffa de Hegel.

Incluso dentro del emergentismo se reconocen dos corrientes [40]: los emergentistas

fuertes consideran que la auto-organizacién global no puede reducirse, ni siquiera en

2Véase el modelo Highly Optimized Tolerance (HOT) en el Ejemplo 4 de la Seccién m
3Véase el libro de R. Rosen [136].
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principio, a interacciones simples entre los individuos. Los emergentistas débiles en cam-
bio, sostienen que a través de reglas sencillas de interaccién entre las partes es posible
obtener las caracteristicas de un sistema complejo, como ser patrones globales y una es-
tructura ordenada y jerarquica. El enfoque emergentista débil apunta a la construccion
de modelos simples que permitirian simular sistemas complejos. Ejemplos de ellos son
el Juego de la Vidaﬁ de Conway [75] y los modelos de sistemas complejos basados en
agentes.

La cuestién de si las leyes de interaccion en los sistemas complejos pueden forma-
lizarse o no aun sigue generando discusién. Pero, por lo pronto, podemos concluir lo
siguiente: es necesario revertir el enfoque analitico —que se interesa por la naturaleza de
las interacciones— para pasar a un enfoque sistémico —que, en cambio, se interesa por los
efectos— para entender el comportamiento colectivo como el resultado macroscopico de

complicadas y desconocidas interacciones individuales.

1.1.1. Definicion y ejemplos

Integrando los conceptos introducidos previamente construimos la siguiente defini-

cién:

Definicién. Un sistema complejo es el resultado de la integracion de componentes —en
general heterogéneos— que interactiian entre si. De esta interaccion emerge un compor-
tamiento colectivo, que no presenta ninguno de los componentes por si solo. El sistema
complejo es una estructura auto-organizada —muchas veces jerdrquica— a través de cuyo
ordenamiento los componentes colaboran armoniosamente para alcanzar una funcion o

resultado global.

Nuestra definicién de sistema complejo estda muy probablemente influida por el con-
cepto de sistema de Edgar Morin como “unidad global organizada de interrelaciones
entre elementos, acciones o individuos” [110]. Para Mario Bunge un sistema es “un todo
complejo cuyas partes o componentes estan relacionadas de tal modo que el objeto se
comporta en ciertos respectos como una unidad y no como un mero conjunto de elemen-
tos” [32].

A partir de la similitud entre las definiciones, cabe preguntarse si acaso todos los
sistemas son de por si complejos, o si existen sistemas mas complejos que otros. Segin
Rolando Garcia, por ejemplo, un sistema complejo es “una totalidad organizada en la

cual los elementos no son separables y, por lo tanto, no pueden ser estudiados aisla-

4El Juego de la Vida es un famoso autémata celular del que emergen patrones interesantes a partir
de simples reglas. Al ser equivalente computacionalmente a una méquina de Turing, pone en discusién
los limites de computabilidad de los sistemas complejos. Véase el Ejemplo 4 de la Secciéon m
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damente” [T4]. Sobre esta cuestién epistemoldgica remitimos al lector a [I35] para més
detalles.

Daremos a continuacion una serie de ejemplos de sistemas complejos:

Ejemplo 1: Plegamiento de proteinas (protein folding)

Las proteinas son polimeros complejos de aminoacidos que las células sintetizan con
el fin de que desempenen diversas funciones biolégicas. A través de un proceso denomi-
nado plegamiento las proteinas adquieren una estructura espacial tridimensional estable,
que les permite realizar la funcién que deben llevar a cabo. Predecir la estructura tridi-
mensional mas estable de una proteina implica hallar el minimo global de la funcién de

energia libre, lo que es un problema dificil desde el punto de vista computacional.

Aminoacidos —
enlace peptidico

H HO HHO
I R R
—N—C=C—N—-C—C—
| |

H CH,
Glicina Alanina
e /
/¢
N
AN
H
puente de hidrégeno
N—
A\ /
C‘C\H
N
H\C/ 0
N
N/C\C/ \C\
\
%Y b

Figura 1.1: Plegamiento de proteinas. Las secuencias de aminoacidos que constituyen
las proteinas se pliegan espacialmente en forma esponténea a partir de fuerzas iénicas e
intermoleculares, desarrollando una estructura tridimensional particular en relacién con
la funcién desempenada.

Aplicando el enfoque de sistemas complejos, nos encontramos con un sistema —la pro-
teina— constituido por una gran cantidad de componentes —los aminoacidos—. El estudio
de los aminoécidos en si no nos permite deducir ni explicar la funcién desempenada por

la proteina. Sin embargo la proteina como un todo tiene una funcion global especifica,
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esta funcion estd vinculada a su estructura, y su estructura es el resultado de la interac-
cion entre los distintos aminoacidos, a través de enlaces covalentes, puentes de hidrégeno
y enlaces disulfuro.

El problema computacional de hallar la estructura éptima de una proteina es NP-
completo, en parte porque no es posible considerar cada aminoédcido y determinar indi-
vidualmente la posiciéon que debe ocupar; el codigo de este proceso no esta contenido en
los aminoacidos sino en la cadena. Esta dificultad computacional contrasta con la sim-
plicidad con que es resuelto el problema en los sistemas biolégicos: la evolucién temporal
del sistema guiada por las leyes de la fisica conduce indefectible y sorprendentemente a
la configuracién estable en s6lo unos microsegundos [159]. Dicho de otra forma, la na-
turaleza no explora todo el espacio de soluciones para encontrar la posicién finalP} Este
proceso espontaneo es habitual en los sistemas biologicos y se denomina auto-ensamblaje
(self-assembly).

Los métodos computacionales conocidos para resolver el problema de plegamiento
de proteinas suelen emplear técnicas de inteligencia artificial y algoritmos de mineria de

datos (data-mining) para buscar la estructura éptima [67].

Ejemplo 2: El comportamiento social

Wilhelm Wundt, considerado el padre de la psicologia experimental, postulé hacia el
1900 en su trabajo Psicologia de los Pueblos la idea de que existe un comportamiento
social que no puede ser descripto exclusivamente desde la perspectiva del invididuo. Sus
conceptos fueron desarrollados en los trabajos de Gustave Le Bon, William McDougall y
Sigmund Freud en los afios siguiented’] y dieron origen a una nueva disciplina conocida
como Psicologia Social.

A lo largo del siglo XX los psicélogos sociales estudiaron experimentalmente fenéme-
nos como la influencia y la persuasion, la propagacién de rumores, la construccion de
identidad social, el sentido de pertenencia a un grupo y la cohesiéon, entre otros. Men-

clonaremos a continuacion tres de ellos:

Experimento de conformidad de Asch. FEn 1950 Solomon Asch mostré cémo un
grupo social puede ejercer presion sobre uno de sus individuos para que cambie su juicio
o parecer sobre determinada cuestién. En sus experimentos, Asch planteaba un problema
muy sencillo de resolver a un grupo de personas. Los primeros participantes —complices
del experimentador— respondian en su mayoria incorrectamente, de manera intencional.

Luego, el verdadero sujeto del experimento —que desconocia la verdadera naturaleza del

SVéase en este sentido la paradoja de Levinthal [107)].
6Véase al respecto la “Psicologia de las masas y andlisis del yo”, S. Freud, 1921.
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mismo— mostraba una tendencia a responder incorrectamente, a pesar de conocer la

solucién correcta.

Seis grados de separacién. Stanley Milgram, quien fuera alumno de Asch y recorda-
do por su controversial experimento sobre obediencia a la autoridad de 1963, llevé a cabo
en 1967 el denominado experimento de mundo pequeno (small world experiment) [150].
Este experimento buscaba corroborar una tesis postulada varios anos atras por las cien-
cias sociales: que en las grandes poblaciones dos personas escogidas al azar estan a una
distancia promedio entre 5 y 6, medida en la cantidad de intermediarios necesarios para
llegar de una a la otra. En este contexto se entiende por intermediario a una persona
conocida por la persona anterior en la cadena.

Para corroborar esta hipdtesis, Milgram disend el siguiente experimento: escogio a
un grupo de 296 individuos en Estados Unidos, 196 de ellos habitantes del estado de
Nebraska, y 100 habitantes de la ciudad de Boston. Estos 296 individuos oficiaron de
iniciadores de un intercambio de correo dirigido a un mismo destinatario: un agente de
bolsa de Boston. A cada uno de los 296 individuos se lo proveyd con cierta informa-
cién basica respecto al destinatario: su nombre, direccién, estudios realizados, trabajo
desempenado, etc., y se le indic6 que no intentara contactarlo directamente, sino que
enviase su carta a un conocido que considerara como el mas adecuado o cercano al des-
tinatario. Este conocido seria el primer intermediario de la secuencia, y deberia hacer
lo suyo siguiendo las mismas reglas. A través de cadenas de intermediarios, 64 de los
296 individuos lograron hacer llegar sus cartas al destinatario comun, y se estimé una
distancia promedio de 5.12 intermediarios.

Como conclusion de su experimento Milgram planted la necesidad de desarrollar mo-
delos tedricos de interconexion en las redes sociales que explicaran este comportamiento
de mundo pequeno. De entre ellos, destacamos el modelo Watts-Strogatz [154], de gran
impacto, que discutiremos mas adelante en este trabajo.

La tesis de que todo el mundo estd conectado por un promedio de 6 intermediarios,
conocida con el nombre de seis grados de separacion, ha sido validada por recientes

resultados experimentales de mayor envergadura [101].

Conflicto y fisién. Entre 1970 y 1972 W. Zachary estudié el comportamiento de los
miembros de un club de karate [I61]. A raiz de un conflicto entre quienes ejercian el li-
derazgo —el instructor y el administrador del club— se fueron conformando con el tiempo
dos facciones, hasta que finalmente el club se fisioné y quienes adherian al instructor
conformaron una nueva organizacion. Mientras que los miembros no reconocian cons-

cientemente la existencia de una division politica, Zachary observé que efectivamente
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Figura 1.2: Experimento de mundo pequeno. 64 cartas llegaron hasta el destinatario
en Boston a través de una cadena de intermediarios. Algunas de ellas mostraban un
progresivo acercamiento geografico, mientras otras realizaban un salto directo desde el
estado inicial hasta Massachusetts. La distancia promedio fue de 5.2 intermediarios.

emergio una division del club en grupos, sostenida por relaciones de afinidad.
Siguiendo la idea de algunos antropélogos que lo antecedieron, Zachary represento la
red social con un grafo, en donde los vértices representan miembros y las aristas reflejan
una relacién de amistad. A partir de herramientas de la Teoria de Grafos —en particu-
lar del teorema de Ford-Fulkerson de flujo méaximo y corte minimo— logré deducir la

conformacion de los dos grupos, que seria luego validada por la fisién del club.

Ejemplo 3: La World Wide Web

La Web es una red de distribucion de informacién a nivel mundial, no centralizada.
Sus unidades de informacion son los documentos, que se conectan a través de hipervincu-
los (links). En 1999, Barabési y Albert realizaron una exploracién automatizada de la
Web que recolecté datos de alrededor de 300000 documentos conectados por un millén y
medio de hipervinculosﬂ [3]. A partir de estos datos analizaron la topologia del grafo de
la Web —un grafo dirigido en que los vértices son los documentos y las aristas dirigidas

representan hipervinculos de un documento a otro—, obteniendo novedosos resultados:

= Observando la distribucion de los grados de los vértices, descubrieron que dicha

"Los datos de la exploracién se encuentran disponibles en el sitio web de Barabési.
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Figura 1.3: Red del club de karate de Zachary. Las aristas del grafo representan relaciones
de amistad entre los miembros del club. Zachary observo la emergencia de dos grupos
centrados en las figuras del administrador y el instructor. La existencia y estructura de
estos grupos fue corroborada luego con la escisién del club.

distribucion era libre de escala (scale-free), es decir que podia ajustarse median-
te una ley de potencias (power-law), en donde la probabilidad de que un vértice
tomado al azar tenga grado k es proporcional a k7%, con 2 < a < Zﬂ Este tipo

de distribucion da lugar a la existencia de vértices de elevado grado, los llamados
hubs.

= Al medir la distancia promedio entre dos documentos —es decir, la longitud del
camino minimo entre ellos— encontraron la propiedad de mundo pequeno. Propu-
sieron un modelo en que el diametro de la red se ajusta al logaritmo de la cantidad

de documentos, de acuerdo a lo establecido por Watts y Strogatz [154].

Las distribuciones libres de escala forman parte de un grupo mas grande de distri-
buciones, llamadas de cola larga (heavy-tailed). Desde este trabajo de Barabési se ha
postulado que las distribuciones libres de escala son una caracteristica intrinseca de los
sistemas complejos, cuestion que ain genera controversia entre los cientificos. Las dis-
tribuciones libres de escala son expresién de la auto-semejanza (self-similarity), y han

abierto la puerta de los sistemas complejos a la teoria fractal.

8Para una formalizacién sobre las leyes de potencias puede consultarse el Apéndice [A| del presente
trabajo.
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Figura 1.4: Distribucion de grados de la Web. Barabasi descubrié en 1999 que la dis-
tribucion de la cantidad de hipervinculos que poseen los documentos en la Web sigue
una ley de potencias. El gréfico muestra la estimacién del grado externo (out-degree)
(Izq.) y el grado interno (in-degree) (Der.) para la exploracién realizada por Barabdsi.
El histograma se realizé con un binning logaritmico, y la regresion lineal de los datos en
escala log-log se ajusta en gran medida a una ley de potencias.

Ejemplo 4: Los autématas celulares

Los autématas celulares se utilizan para modelar sistemas complejos que evolucionan
en el tiempo. Fueron propuestos por S. Ulam y J. von Neumann en la década del 40,
y adquirieron fama a partir del autémata conocido como Juego de la Vida, desarrollado
por J. Conway en 1970.

Un autémata celular es un reticulado cuyos elementos —denominados células— toman
un estado de un conjunto finito K. El conjunto de los estados de todas las células en
un instante ¢ discreto determinado conforma el estado del autémata en ese instante.
El autémata parte de un estado inicial, y evoluciona en el tiempo de manera discreta
siguiendo simples reglas. Las reglas expresan el estado de cada célula en el instante ¢ + 1

en funcion de su propio estado y el de sus wvecinas en el instante ¢.

El Juego de la Vida. En el Juego de la Vida el reticulado es una cuadricula bidi-
mensional infinita cuyas células ¢;; tienen dos estados posibles: K = {vivo, muerto}.
Al estado de la célula ¢; ; en el instante ¢ lo llamaremos E(c; ;,t). El estado en t + 1
dependera del propio estado y de aquel de las células vecinas en ¢ —considerando como
vecinas a las 8 células que se encuentran en la periferia de ¢; ;—. Concretamente, L(c; ;,t)
representard el conjunto de células vecinas vivas de ¢; j en el instante ¢, mientras D(¢; ;,t)

representara el conjunto de vecinas muertas en ese instante. Las reglas de evolucién son
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entonces:

si E(cij,t) =muerto A|L(c;j, 1) =3 = E(c,,t+1) = vivo

st E(c;j,t) =vivo N|D(c;;,t)| =2 = E(c¢j,t+1) = vivo

st E(¢ij,t) =vivo A|D(c;j,t)| =3 = E(¢y,t+1) = vivo
sino = E(¢j,t+ 1) = muerto

En términos coloquiales, dirfamos que una célula nace cuando en su vecindad hay 3
células vivas, y se mantiene viva siempre que en su vecindad haya 2 o 3 células vivas, de
lo contrario muere.

La Figura[l.5 muestra la evolucién del Juego de la Vida para una configuracién inicial

particular, durante los primeros 5 instantes.

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4

Figura 1.5: Juego de la Vida. Evolucién durante los primeros 4 instantes a partir de una
configuracion inicial dada. Los estados se representan a través de los colores oscuro (vivo)
y claro (muerto).

La pila de arena y la self-organized criticality (SOC). En 2002 S. Wolfram
clasifico a los autématas celulares en 4 tipos, en funcion de su comportamiento a largo
plazo [158]. Los autématas del cuarto tipo son los que més nos interesan, ya que presentan
caracteristicas tipicas de la complejidad: dependencia de largo alcance y parametros que
siguen distribuciones libres de escala.

El primer autémata celular en el que se encontraron estos dos ultimos fenémenos
es el modelo de la pila de arena (sandpile) propuesto por Bak et al. en 1987 [13]. Este
modelo considera —en su variante bidimensional— que en cada célula se apilan granos de
arena que son arrojados al azar. Cuando sobre una misma célula se acumulan 4 granos,
entonces se produce un colapso y los granos se distribuyen entre las 4 células vecinas
—en este caso se considera vecinas sélo a las células que se encuentran arriba, abajo, a la
izquierda y a la derecha—. Al simular este autémata, Bak et al. observaron el siguiente

comportamiento:

= Kl colapso de una célula tiene en muchos casos un efecto dominé o avalancha,
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produciendo el colapso de todo un cluster de células (conjunto de células transiti-

vamente vecinas que incluye a la célula original).

= Si se mide el tamano de los clusters afectados cada vez que hay un colapso, se
observa una ley de potencias. Esto quiere decir que en algunas ocasiones —aunque
sean pocas estadisticamente— el efecto dominé llega hasta lugares muy lejanos
respecto a la célula en que se origing el colapso. Nos encontramos ante un fenémeno
muy habitual en los procesos auto-semejantes, denominado dependencia de largo

alcance (long-range dependency).
= Los tiempos de vida de los clusters responden también a una ley de potencias.

Bak et al. denomin6é al comportamiento de este modelo self-organized criticality
(SOC), porque los estados de equilibrio son estados criticos, en donde una pequena
perturbacién produce un fenémeno colectivo libre de escala (la avalancha). El modelo
SOC explica el comportamiento de muchos fenémenos reales como los terremotos, las

avalanchas y los relampagos.

Avalanchas

Figura 1.6: Modelo de la pila de arena de Bak et al.. Para una grilla de 100 x 100, se mues-
tra a la izquierda un estado alcanzado luego de arrojar 100000 granos de arena al azar
—los colores representan 1 grano (gris), 2 granos (celeste) o 3 granos (azul) acumulados—.
A la derecha se muestran, para ese mismo estado, 5 posibles avalanchas. Una avalancha
se dispara cuando cae un grano de arena sobre una célula que tiene acumulados 3 granos.
Bak observo que la distribucién de tamanos de las avalanchas sigue una ley de potencias.

Los autores también hacen una lectura de la evolucion de la pila de arena usando
series temporales, y observan que en ellas la auto-semejanza se refleja como ruido 1/ f

(pink noise).
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Forest-fires. FEn 1990 Bak et al. propusieron un segundo autémata celular denominado
forest-fire [12, [62]. Este autémata simula un bosque en el que dindmicamente nacen
arboles y se producen incendios que los destruyen, y presenta, al igual que el primero,
el fenomeno de la criticalidad. En particular, Bak et al. se interesan aqui por el aspecto
energético de la dindmica del sistema, ya que observan que la energia que ingresa al
sistema con distribucién uniforme en el espacio y el tiempo (modelada por el nacimiento

de nuevos arboles) manifiesta una dimension fractal al disiparse a través del fuego.

Highly Optimized Tolerance (HOT). Observando el comportamiento de los forest-
fires, Carlson y Doyle cuestionan el mecanismo SOC y proponen un mecanismo de mode-
lado de sistemas complejos denominado Highly Optimized Tolerance (HOT) [36]. En su
trabajo, los autores sostienen que los sistemas complejos estan optimizados (por ejemplo,
a través de la selecciéon natural o del diseﬁo)ﬂ de manera de ser robustos y eficientes. En
este contexto, muestran de qué manera las leyes de potencias surgen como compromi-
sos (trade-offs) entre la minimizacién de los costos y la maximizacién de la tolerancia a
fallos.

En concreto, modifican los modelos de la pila de arena y forest-fire incorporando
elementos diseniados especificamente para aumentar el rendimiento (en términos de la
densidad de arboles o la estabilidad de la arena en la pila). En el caso del forest-fire,
por ejemplo, se incorporan barreras contra incendio cuya disponibilidad es acotada y
deben ser distribuidas sobre la grilla de la forma mas conveniente. Mientras que en el
modelo SOC la complejidad se observaba sélo en el punto critico —determinado rango de
densidades de arboles y tasas de provocacion de incendios—, Carlson y Doyle sostienen
que con un diseno optimizado la complejidad no depende de los parametros del modelo.

En el fondo, Carlson y Doyle consideran que la complejidad de diseno de los sistemas
complejos no se manifiesta generalmente en la estructura —salvo en casos especificos
como los fractales—. Es decir que no es la estructura la que muestra caracteristicas auto-
semejantes sino méas bien el comportamiento, que es fruto de un diseno planificado y de

la optimizacion.

1.1.2. Surgimiento y evolucién histoérica

Seria dificil —si no imposible- determinar el momento histérico en que el hombre
aplicé por primera vez el enfoque sistémico para resolver un problema. Pero desde el
punto de vista de los movimientos cientificos del iltimo siglo, reconocemos dos antece-

dentes importantes: la Escuela Austriaca de Economia y la Cibernética.

9Recuérdese la discusién sobre los factores que dan origen a la complejidad en la introduccién del
capitulo.
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Los economistas de la Escuela Austriaca sostenian en los anos ’30 que en los mercados
economicos, a partir del mutuo ajuste de las economias individuales, puede surgir un
orden espontaneo beneficioso para la sociedad. Propusieron entonces modelos econémicos
basados en el libre mercado, la competencia y el laissez-faire. Sus mayores exponentes
fueron L. von Mises, F. Hayek y C. Menger.

La Cibernética, por su parte, nacié con el objetivo de estudiar a los sistemas que se
regulan a si mismos, en particular los seres vivos y las méaquinas. Emparentada con la
Teoria de Control, estudia a los sistemas desde la ptica de la realimentacién (feedback).
En términos generales los cibernéticos sostienen que la realimentacion, en tanto comuni-
cacion entre las distintas partes del sistema, genera redundancia, y es esta redundancia
la que disminuye la entropia del sistema y lo conduce a su auto-organizacién. De entre los
cibernéticos del siglo XX destacamos a H. von Foerster, N. Wiener y J. von Neumann.

En el Cuadro resumiremos algunos hitos histéricos en el estudio de los sistemas

complejos, desde 1950 hasta la actualidad.

1.1.3. Sistemas Complejos como una ciencia interdisciplinaria

La interdisciplinariedad es un aspecto esencial del trabajo en el area de Sistemas
Complejos. W. Weaver, al hablar de los problemas de complejidad en 1948, ya habia
predicho que esta nueva ciencia requeriria del trabajo en equipo de matemaéticos, fisicos,
ingenieros, psicologos, entre otros expertos. A través de la especializacién, cada area
ofreceria sus recursos y técnicas para permitir que el grupo de trabajo tuviera una vision
global del problema[I50].

Ademas de las grandes areas mencionadas por W. Weaver, podemos agregar la Quimi-
ca, la Biologia, la Sociologia y la Economia, por ejemplo. También un sinntimero de disci-
plinas que surgen de la intersecciéon de varias grandes areas y se orientan a la comprension

de ciertos procesos desde un enfoque sistémico. Ejemplos de ellas son:

= La Biologia Sistémica: Estudia a los Sistemas Biolégicos a partir de sus in-
teracciones, construyendo modelos matematicos que expliquen, por ejemplo, su

evolucién y su funcion.

= La Economia de Complejidad: Estudia la auto-organizaciéon de la economia
a partir de la dinamica de agentes individuales que interactian entre si. Utiliza

herramientas de la Teoria de Juegos.

= La Sociologia Matematica: Estudia fenomenos sociales a partir de modelos

matematicos. Permite analizar la estructura social y la formacién de redes sociales.
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1955 H. Simon propone el mecanismo de acoplamiento preferencial (preferential at-
tachment) para explicar el origen de las leyes de potencias como la Ley de
Pareto (1896), la Ley de Gibrat (1931) y la Ley de Zipf (1935).

1967 S. Milgram realiza el experimento de mundo pequeno [150].

1969 T. Schelling (Nobel de Economia, 2005) propone uno de los primeros modelos
de sistemas complejos basados en agentes para estudiar la segregacion racial.

1970 J. Conway disena el autémata celular conocido como Juego de la Vida, en el
que a partir de simples reglas emergen diversos patrones globales [75].

1975 B. Mandelbrot comienza a desarrollar la teoria fractal.

1984 Se crea el Santa Fe Institute, una referencia a nivel mundial en el estudio
de los Sistemas Complejos. J. Holland acuna aqui el concepto de sistemas
complejos adaptativos como una evolucién de los sistemas basados en agentes.
En los sistemas complejos adaptativos, los agentes tienen capacidad adaptativa
(pueden aprender y adquirir experiencia).

1985 R. Rosen formaliza la modelizacion de los sistemas complejos a partir de la
Teoria de Categorias.

1987 Bak et al. proponen el concepto de self-organized criticality (SOC) para funda-
mentar la existencia de distribuciones libres de escala en los sistemas comple-
jos. Segun el modelo SOC, los sistemas complejos estarian en el limite entre el
orden y el caos. Lo ejemplifican a través del autémata de la pila de arena [13].

1989 Bak et al. introducen el modelo de forest-fire: un autémata celular que presenta
la propiedad de self-organized criticality [12].

1993 Leland et al. encuentran que el trafico de datos en las redes de alta velocidad
muestra un comportamiento auto-semejante y dependencia de largo alcan-
ce [100].

1998 D. Watts (Santa Fe Institute) y S. Strogatz (Cornell University) proponen el
modelo de mundo pequetio que lleva su nombre [154].

1999 A partir del modelo de forest-fire, J. Carlson y J. Doyle disenan un meca-
nismo para modelar sistemas complejos del cual emergen leyes de potencias,
denominado Highly Optimized Tolerance (HOT) [36].

1999 Barabasi y Albert descubren una ley de potencias en la distribucién de los
enlaces de los documentos web [3].

1999 Faloutsos et al. descubren una ley de potencias en la topologia de Internet [66].

1999 El modelo Barabasi-Albert (BA), basado en acoplamiento preferencial (prefe-
rential attachment) es el primer modelo de grafo que logra capturar las distri-
buciones libres de escala de la Web e Internet [14].

1999 Fabrikant et al. proponen el modelo FKP: un modelo de grafo con distribucion

de grados libre de escala [65] inspirado en el mecanismo HOT.

Cuadro 1.2: Algunos hechos destacados en el estudio de los sistemas complejos.
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Para el presente trabajo, nos interesan en particular las herramientas aportadas por
tres grandes areas que desarrollaremos a continuacién: la Matematica, la Fisica y las

Ciencias de la Computacién.

1.1.3.1. La Matematica y los sistemas complejos

A través de la Matematica se formalizan los modelos de sistemas complejos, utilizando
por ejemplo la Teoria de Grafos, los Autématas Celulares, las Ecuaciones Diferenciales
y la Teoria de Juegos. Nos interesan en particular los modelos combinatorios, basados en
la Teoria de Grafos, que seran estudiados en la presente tesis. La representacion de un
sistema complejo a través de un grafo se denomina red compleja.

Es habitual en los sistemas complejos modelar el comportamiento de los elementos del
sistema utilizando variables aleatorias, por esta razon son siempre necesarias las herra-
mientas de la Teoria de Probabilidades y la Estadistica. En particular, la introducciéon de
componentes probabilisticos en los modelos basados en grafos (redes complejas) da lugar
a fenémenos estudiados por la Teoria de Percolacién y la Teoria de Grafos Aleatorios.

Por ultimo, muchos modelos de sistemas complejos involucran problemas de optimi-

zacion. En el caso de las redes complejas entra en juego la Optimizacion Combinatoria.

1.1.3.2. La Fisica y los sistemas complejos

Los sistemas complejos suelen estar constituidos por un gran nimero de elementos
que se encuentran en un estado de equilibrio dindmico —véase por ejemplo el modelo
SOC-. Esta caracteristica hace que los métodos de la Fisica Estadistica sean adecuados
para predecir el comportamiento macroscépico a partir de interacciones microscépicas
que, en muchos casos, suelen modelarse como aleatorias.

Por otra parte, la concepcion de los sistemas complejos como sistemas disenados
para optimizar los recursos —recuérdese el modelo HOT— aporté un enfoque energético
en que el comportamiento del sistema se entiende como una minimizacién colectiva de
la energia. Este enfoque energético se traduce en la bisqueda de un hamiltoniano global
del sistema. Asi, algunos trabajos analizan las interacciones a partir del modelo de Ising

o el modelo de Potts de la Mecanica Estadistica.

1.1.3.3. Las Ciencias de la Computacion y los sistemas complejos

El rol de las Ciencias de la Computacién esta centrado en la simulacién de modelos
de sistemas complejos. Los adelantos en la computacion de las ltimas décadas han
permitido realizar simulaciones en gran escala, y a partir de la década de los 90 se hizo

posible procesar grandes cantidades de informacién para observar leyes de potencia —
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por ejemplo, en la Web e Internet—, estudiar largas series temporales en los mercados
econdmicos o analizar el genoma humano.

La Computacion es también esencial en todos los problemas de optimizacién com-
binatoria que se presentan muy frecuentemente en los modelos combinatorios, a partir
del desarrollo de métodos heuristicos de optimizacion y del estudio del problema de la
complejidad computacional.

Por tltimo, varias ramas de las Ciencias de la Computacién se enfocan en el proce-
samiento de grandes volimenes de datos para inferir patrones, reglas o caracteristicas
globales. Se trata por ejemplo de la Mineria de Datos, el Reconocimiento de Patrones o la
Inteligencia Artificial. Es interesante observar la cercania de estas ramas con el enfoque
sistémico de los Sistemas Complejos. La combinacién de la Inteligencia Artificial con los

modelos basados en agentes dio lugar a los sistemas multi-agente.

1.2. Modelos de sistemas complejos

Un modelo es una representacion de un sistema, que permite estudiar y explicar
ciertas caracteristicas del mismo. En particular, los modelos de sistemas complejos son
representaciones simplificadas que capturan sélo algunas de las propiedades del siste-
ma. En muchos casos permiten predecir el comportamiento futuro del mismo y ciertos
patrones globales, pero no el comportamiento de los agentes individuales [89].

Ya hemos mencionado varios ejemplos de modelos de sistemas complejos: el grafo
del club de karate de Zachary, el Juego de la Vida y los forest-fires, entre otros. La
formalizacion de los modelos de sistemas complejos se realiza utilizando herramientas de
la Matematica.

Desde lo epistemolégico, la importancia de los modelos en las ciencias comenzo a ser
discutida en 1950 [I37] y cuenta con una extensa bibliograﬁ'aﬂ Nos interesa en particular
la formalizacién realizada por R. Rosen en 1985 utilizando la Teoria de Categorias [136].
Rosen definio la relaciéon de modelado como un proceso con 4 etapas (ver Figura .
En el primer paso se observa el comportamiento del sistema natural en estudio (que
se supone regido por leyes causales desconocidas). En un segundo paso se codifica el
sistema para obtener el llamado sistema formal. El tercer paso es la manipulacion del
sistema formal a través de reglas de inferencia, de manera de reproducir o imitar el
comportamiento causal del sistema en estudio. Como tltimo paso se decodifica el sistema
formal para volver al sistema en estudio. Entonces se observa por comparacion si el
sistema formal logré reproducir o no la dindmica causal en el sistema natural. En caso

afirmativo, realmente estamos en presencia de un modelo del sistema, que puede ser

19Como referencia puede consultarse el exhaustivo libro de D. Bailer-Jones [11].
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Figura 1.7: Formalizacion de los modelos de sistemas complejos de R. Rosen [1537)]. El
primer paso es la observacién del comportamiento del sistema natural en estudio. El
segundo paso consiste en la codificacion para obtener un sistema formal. En un tercer
paso se manipula el sistema formal para definir reglas de inferencia que reproduzcan la
dindamica causal del sistema en estudio. El sistema formal es un modelo cuando los pasos
2 + 3 + 4 logran imitar el comportamiento del sistema natural (1 =2+ 3+ 4).

utilizado para predecir el comportamiento futuro del mismo.

A continuacién realizaremos una clasificacién no exhaustiva de los modelos mateméti-
cos utilizados en el drea de Sistemas Complejos. Dejamos en claro que el tipo de modelo a
utilizar depende habitualmente del problema y de las propiedades que se quiere estudiar.
Un 1inico modelo no puede capturar toda los aspectos de un sistema complejo, y suelen
ser necesarios varios modelos cuando se quieren explorar diversas facetas de un mismo

sistema en estudidt]

Modelos en Ecuaciones Diferenciales. En muchos sistemas complejos las variables
toman valores continuos, o bien la dimensién del problema permite reemplazar el domi-
nio discreto por un dominio continuo. En estos casos, y en particular cuando se trata
con sistemas dindmicos —en los que las variables se estudian en funcion del tiempo— es
habitual encontrar modelos planteados en términos de ecuaciones diferenciales.

Los mas clasicos de estos modelos son los modelos de evolucion de poblacion, como la
ecuacion logistica de F. Verhulst (1845) y la ecuacion predador-presa de Lotka-Volterra
(1926). También destacamos los modelos de propagacion de epidemias como el modelo
SIR de Kermack-McKendrick (1927) y todas sus variantes, que han influenciado las
politicas sanitarias en el siglo XX. Estos modelos también han sido utilizados desde la
década del '60 para el estudio de fenémenos sociales como la propagacion de rumores y
la distribucién de informacion.

Los modelos mencionados se conocen como de campo medio (mean field), porque no

HRecuérdese la frase de Mikulecky del comienzo de este capitulo.
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consideran la ubicacion espacial de los individuos ni la forma en que ellos interactian
entre si, sino que toman en cuenta unicamente la media estadistica del conjunto de
todas las interacciones. Los modelos de propagacion que utilizan tasas de contagio y los
modelos poblacionales con tasas de natalidad son ejemplos de modelos de campo medio.
Estos modelos pueden ser tildados de demasiado simplistas o reduccionistas, pero en
muchos casos son efectivos para observar un aspecto particular del sistema como, por
ejemplo, la cantidad de individuos infectados esperada o la poblacion esperada después
de transcurrido cierto tiempo.

También existen modelos en ecuaciones diferenciales que consideran la dinamica en
su componente espacial, como es el caso de los modelos de difusion y el movimiento
browniano. La Dindmica Molecular, por su parte, modela el movimiento de las particulas
de un sistema (d4tomos o moléculas, por ejemplo), a partir de las fuerzas de interaccién

entre las mismas y de las leyes bésicas de la Mecanica.

Modelos en Ecuaciones de Recurrencia. Son la contrapartida discreta de los mo-
delos en ecuaciones diferenciales. Es el caso del mapa logistico de R. May (1976) —que
es el analogo discreto de la ecuacion logistica y tiene un comportamiento cadtico— y de
la matriz de Leslie en ecologia poblacional —una ecuacion matricial de recurrencia que

modela la poblaciéon de una especie—.

Modelos en Series Temporales. El interés por el andlisis de series temporales sur-
gié en 1900 con el andlisis de L. Bachelier de los mercados econémicos. Bachelier habia
supuesto una distribuciéon normal e independiente de las variaciones de precios —lo que se
conoce como movimiento browniano unidimensional—, pero los datos acumulados en los
anos siguientes mostraron un claro desvio respecto a su modelo. Mandelbrot observé sus
caracteristicas auto-semejantes recién hacia 1963 y conjeturé que las variaciones de pre-
cios seguirian una distribucion de Lévy.

Lo cierto es que al analizar series temporales de diversas magnitudes econémicas se
ha observado frecuentemente un comportamiento libre de escala —manifestado como una
ley de potencias en la densidad espectral de la funcién o ruido 1/f—y correlaciones de
largo alcance —es decir, con una caida hiperbdlica en el tiempo en lugar de exponencial—.
El mismo fenémeno se ha visto replicado en los 1ltimos anos en las mediciones de trafico
de datos en redes de alta velocidad, en las cuales se suele agregar trafico proveniente
de un nimero muy grande de usuarios finales [I00]. Esto ha acrecentado el interés por
estudiar y modelizar matematicamente estos procesos. Los modelos en series temporales
méas conocidos para generar correlaciones de largo alcance son el proceso FARIMA (au-

toregressive fractionally integrated moving average) [84] y el Fractional Gaussian Noise
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(FGN). Ambos son computacionalmente costosos.

La “memoria” de largo alcance de las series temporales suele cuantificarse empleando
el exzponente de Hurs{] Muchos trabajos vinculan a este exponente con una dimensién
fractal, aunque lo cierto es que en principio se trata de dos fenémenos diferentes y no

necesariamente correlacionados [79].

Modelos Basados en Agentes. Los modelos basados en agentes consideran a cada
uno de los elementos del sistema complejo como un agente, y definen reglas (deterministi-
cas y/o estocasticas) que regulan la interaccién entre los agentes. El modelo evoluciona
entonces a partir de estas reglas. La modelizacion basada en agentes es aplicable a una
amplia variedad de problemas y, mas que una clase de modelos, define toda una concep-
cién desde el punto de vista epistemoldgico, ya que intenta aportar un enfoque holistico
al poner en el centro a la interaccién.

Queremos destacar que los modelos de autématas celulares y los modelos combina-
torios —que son el objeto de estudio de esta tesis— son en realidad un caso particular de
modelos basados en agentes.

La Figura ilustra los modelos basados en agentes con el comportamiento de unas
termitas que se organizan de manera descentralizada para acumular madera, extraido
del proyecto StarLogd™|

Modelos de Autématas Celulares. Formalmente, un autéomata celular estd definido

por una terna (G, K, f), en donde:

= (G es un grafo cuyos vértices constituyen las células del autémata y cuyas aristas

reflejan la relacion de vecindad entre las mismas.
= K es un conjunto de estados.

= f es un conjunto de mapeos f;, uno por cada vértice del grafo, que definen las
reglas de transicion de los estados de las células en funcion de su propio estado y

de los estados de sus células vecinas.

Los automatas celulares han demostrado que a partir de muy simples reglas de in-
teraccion puede emerger un comportamiento organizado. Esto lo hemos observado ya en

autématas deterministicos como la pila de areng'¥} Utilizando en cambio autématas con

12H. Hurst estudié en 1965 el régimen de reservas del rio Nilo de acuerdo a datos histéricos y observé la
presencia de correlaciones de largo alcance.

13http://education.mit.edu/starlogo/, MIT Media Laboratory.

14Ver Ejemplo 4 de la Seccién
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Figura 1.8: Modelos basados en agentes. El proyecto StarLogo, ideado por Mitchell Res-
nick, permite estudiar varios sistemas descentralizados desde la 6ptica de los modelos
basados en agentes. En la imagen vemos el ejemplo de las termitas. Un reticulado de
50 x 50 dispone de astillas de madera (en marrén) colocadas aleatoriamente. Un con-
junto de 15 termitas se mueven aleatoria e independientemente una de otra, aplicando
una simple regla: Cuando encuentran una astilla la toman y contintian caminando. Al
encontrar una segunda astilla se proponen encontrar un sitio libre, y en cuanto lo en-
cuentran depositan la primera astilla que habian levantado. (Izq) Disposicién inicial de
las astillas. (Cen) Un tiempo después, comienzan a observarse acumulaciones de made-
ra. (Der) Finalmente, las termitas logran concentrar la mayoria de las astillas en cuatro
pilas.

reglas de transicion estocdsticas —como en el caso de los forest-fires— se pueden modelar
fenémenos de percolacion.

Los autématas celulares son una forma de implementar la concepciéon basada en
agentes, pasando de un enfoque de campo medio, a un enfoque centrado en la interaccién
de los agentes. El modelo SIR —que en su forma original es un modelo en ecuaciones
diferenciales— tiene su implementacion en autématas celulares. También el modelo de
segregacion social de Schelling (1969) se implementa a través de un autémata celular.

Es habitual el uso de autématas celulares en Economia para modelar las interacciones

de diversos agentes econémicos a partir de la Teoria de Juegos.

Modelos Combinatorios. Los modelos combinatorios modelan a los sistemas comple-
jos con una red de nodos conectados que representan las interacciones entre los elementos
del sistema. A esta red asociada al sistema complejo se la denomina red compleja. Las
redes complejas son muy efectivas para modelar el transporte y flujo de informacion en
los sistemas complejos, de alli que sean la herramienta preferida al abordar el estudio
de la Web e Internet. También es muy frecuente su uso para estudiar interacciones de
diversa indole entre las personas, que dan lugar a las llamadas redes sociales.

La investigacion en el area del modelado combinatorio es tan extensa que se designa

con el nombre de Redes Complejas (Complex Networks o Network Science) al estudio
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de los sistemas complejos desde esta perspectiva.

1.2.1. Problemas inherentes al modelado de sistemas complejos

La modelizacion de sistemas complejos de acuerdo al método descripto en la Figu-
ra plantea algunos problemas interesantes que mencionaremos a continuacion. El
primero de ellos es el concepto de simulacion de un modelo. La evolucion del sistema
formal en base a las reglas de inferencia definidas (Paso 3) requiere de un procedimiento
computacional. Es importante prestar atencién a los recursos necesarios para ejecutar
este procedimiento (por ejemplo, en términos de tiempo computacional o de cantidad de
memoria disponible) y estudiar de qué manera estos recursos escalan con el tamano del
sistemaFj Esta relacién es estudiada por la Teoria de la Complejidad Computacional.
Hay varios factores que inciden sobre la complejidad computacional de la simulacién de

un modelo:

» La sencillez del sistema formal. Cuanto mas sencillo sea el sistema formal en térmi-
nos de la cantidad de variables y complejidad de las reglas de inferencia, mas facil
serda su simulacion. La sencillez de un modelo compite a veces con la precision de
sus resultados, y entonces se debe buscar una solucién de compromiso entre ambos.
Aun asi, y de acuerdo al principio de parsimonia, entre dos modelos que ofrecen

similares resultados se debe preferir siempre el mas simple.

= FEl procedimiento computacional. Un mismo modelo puede ser ejecutado mas o me-
nos eficientemente de acuerdo al procedimiento computacional utilizado. La optimi-
zacion de algoritmos y estructuras de datos es un paso importante en el desarrollo

de un modelo de simulacion.

= Los criterios de aproximacion. En una gran cantidad de casos el modelo no se
simula en forma exacta sino aproximada. Por ejemplo, la resolucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales se realiza habitualmente por métodos aproximados, y
requiere definir un nivel de discretizacién y un criterio de detencién; la busqueda
de un maximo en un problema de optimizacién combinatoria también requiere
de criterios de exploracion (heuristicas) y de detencién. Estas elecciones pueden
afectar seriamente a la complejidad computacional. Nuevamente se requiere un

compromiso entre la calidad de los resultados y la escalabilidad de la simulacion.

15Recordemos el problema de plegamiento de proteinas en el Ejemplo 1 de la Seccién mientras
que el sistema natural se estabiliza en un tiempo microscépico, la evolucién del sistema formal requiere
de un tiempo exponencial con la cantidad de aminoacidos.
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En sintesis, un buen modelo de simulacién debe ser simple, utilizar algoritmos y estruc-
turas de datos eficientes y definir criterios de aproximacién adecuados (cuando no se
simula en forma exacta).

El segundo problema importante en la modelizaciéon es lo que llamamos la evaluacion
del modelo: una vez obtenidos los resultados a partir de la simulacién, los mismos deben
evaluarse. De acuerdo con la figura[I.7] la evaluacién consiste en comparar la dindmica del
sistema natural (Paso 1) con los resultados que predice el modelo (Pasos 2+3+4). Esta
comparacion no es trivial, ya que en general no se observara una igualdad estricta entre
los resultados. Entonces, se hace necesario definir métricas para cuantificar la similaridad
entre el modelo y el sistema natural. Adn mas, puede ser necesario medir la similaridad
entre los resultados de distintos modelos, o entre distintos criterios de aproximacion de
un mismo modelo. El problema de comparaciéon y de mediciéon es de gran importancia
en Sistemas Complejos.

En nuestros aportes a lo largo de esta tesis, pondremos especial énfasis en estas dos
cuestiones. En cada modelo propuesto discutiremos la problemética de su simulacion y
de la complejidad computacional, y estableceremos criterios para evaluar sus resultados

y compararlos con lo observado en los sistemas reales.



Capitulo 2

Modelos Combinatorios de Sistemas

Complejos

Los grafos son la herramienta utilizada para representar modelos combinatorios. Por
ello comenzaremos el capitulo con una breve introduccién a la Teoria de Grafos y una
resena de la notacion matematica empleada a lo largo de este trabajo.

A continuaciéon haremos una sintesis de algunos de los resultados tedricos y experi-
mentales mas importantes obtenidos en el drea de Redes Complejas. Esto permitiréd en-
tender como interactian los procesos de construccién de modelos y de observacién de
redes reales.

Finalmente exploraremos varios de los modelos combinatorios mas utilizados para
estudiar redes complejas. Algunos de ellos —como el modelo Barabasi-Albert— intentan
explicar el surgimiento de leyes de potencias en la Web o Internet; otros —como el modelo
Watts-Strogatz— se interesan particularmente por el fenémeno de mundo pequeno (small
world). Cada modelo aborda una o més problemaéticas particulares del sistema modelado
e intenta reproducirlas de la mejor manera posible. En general la propuesta de un modelo
genera discusiones en la comunidad cientifica, a las que sigue un proceso de validacion
y ajuste que —como se describi6 en el primer capitulo— en muchos casos lo refuerza y en
otros lo descarta o bien lo reemplaza por otro modelo superador. En los casos en que sea
pertinente, comentaremos como se ha dado esta dinamica y la evolucion historica que

ha tenido el modelo.

2.1. Introduccién a los grafos de red

Los grafos de red nos permiten representar matematicamente las interacciones entre
los elementos de un sistema complejo. Cada elemento estara representado por un vértice

del grafo, mientras que la interaccion entre un par de elementos estara representada por

29
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una arista. Un grafo puede entonces ser visualizado como un conjunto de puntos unidos

por segmentos, como ilustra la Figura [2.1]

Figura 2.1: Representacion de un grafo. Representacion visual de un grafo G con 7
vértices y 9 aristas.

Las variaciones sobre este esquema general son numerosas: es muy habitual utilizar
grafos dirigidos, en donde la arista es un par ordenado. También es comuin asociar valores
numéricos a los vértices o aristas, obteniendo lo que se llama un grafo pesado. Por ltimo,
si bien poco comun, es posible que las interacciones involucren a mas de dos elementos, o
a una cantidad variable de ellos, en cuyo caso la representacion se denominara hipergrafo.

El bagaje de herramientas que ofrece la Teoria de Grafos es muy amplio. Sugerimos
como bibliografia los libros de West [I57] y Bollobas [26]. La notacién que introducimos

a continuacion esta basada en el libro de West.

2.1.1. Notacién y representaciéon de grafos de red
Un grafo G es una terna determinada por los siguientes tres elementos:
» Un conjunto de vértices, V(G).
» Un conjunto de aristas, E(G).

= Una relacién que asocia a cada arista con un par de vértices a los que se llama sus

extremos.

Orden y tamano del grafo. La cantidad de vértices y aristas de un grafo G la
llamaremos respectivamente n(G) = |V(G)| (orden del grafo) y e(G) = |E(G)| (tamano
del grafo ﬂ

!Dado un conjunto A, la notacién |A| indicard el cardinal del conjunto.
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Tipos de grafos. Un grafo es simple cuando no posee bucles (aristas cuyos extremos
coinciden en el mismo vértice) ni aristas repetidas. Cuando posee aristas repetidas se lo
denomina multigrafo.

Por otra parte, cuando las aristas son pares ordenados de vértices, se lo denomina
grafo dirigido o digrafo. De lo contrario, el grafo es no dirigido.

Cuando los vértices y/o aristas del grafos poseen un valor numérico asociado —deno-
minado peso— se dice que el grafo es pesado. De lo contrario, el grafo es no pesado.

En esta seccion se consideraran tunicamente grafos simples no pesados, ya sean no
dirigidos o dirigidos. A lo largo de todo el trabajo se tomard la misma consideracion,

salvo casos en que se aclare explicitamente.

Relacién de adyacencia. FEn grafos no dirigidos, si los extremos de una arista e son
u y v diremos que e = uv = vu. Diremos que dos vértices u y v son adyacentes o vecinos
cuando uv € E(G). A la relacién de adyacencia la notaremos u <+ v. Si u <+ v, también
diremos que u — v y que v — u.

En cambio, en grafos dirigidos, la arista es un par ordenado y lo notaremos e = (u, v).
Diremos que v — v, que u es la cabeza del vértice e y que v es su cola.

En ambos casos, si © — v diremos que v es vecino de u, que u precede a v o que v
sucede a u, diremos también que la arista correspondiente va de u a v, que sale de u y

que es incidente en v.

Matriz de adyacencia. Habitualmente enumeraremos los vértices de un grafo de
manera consecutiva, como vy, vs, ..., V). A partir de esta enumeracién, un grafo G
es representado de manera univoca por su matriz de adyacencia A(G), una matriz de

tamano n(G) x n(G) definida como:
A(G) = (ai;) = (H{vi = v5}) .

Para el ejemplo de la Figura 2.1 la matriz de adyacencia es

0000110
0001100
0001100
AG=[0110101
1111010
1000100
(000100 0|
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La matriz de adyacencia suele ser una matriz rala. Para grafos no dirigidos es una
matriz simétrica, porque (v; — v;) = (v; — v;). En grafos dirigidos, en cambio, es en

general no simétrica.

Grados y vecindades en grafos no dirigidos. El grado de un vértice, d(v), se define

como la cantidad de aristas incidentes en él. Es decir:
d(v) = |{e € E : e es incidente en v}| .

El grado también puede calcularse a partir de la matriz de adyacencia como

d(’l}k) = Z (077

itk

Los grafos no dirigidos verifican la formula de la suma de grados:

> d(v) (@) .

veV(Q)

La vecindad de un vértice v, N'(v), es el conjunto de vecinos de v:
Nw)={u:v—u} .
En grafos simples el cardinal de la vecindad N (v) coincide con el grado del vértice v.

Grados en grafos dirigidos. En grafos dirigidos se define el grado interno de un
vértice v, d~(v) como la cantidad de aristas para las cuales v es su cabeza, y el grado

externo, d*(v) como la cantidad de aristas para las cuales v es su cola.

d=(v) = {e = (z,y) € E: v = v} d*(v)=|{e=(z,y) eE:y=v}| .

Los grafos dirigidos verifican la formula de la suma de grados para grafos dirigidos:

Zd = > d(v)=¢(G) .

veV(G veV(Q)

Caminos y distancias. FEn grafos no dirigidos dos aristas son adyacentes entre si cuan-
do comparten un vértice. En grafos dirigidos una arista e; es adyacente a una arista e
cuando la cola de e; coincide con la cabeza de es.

Un camino entre dos vértices u, v es una secuencia de aristas (ej, e, ..., €,) tal que

cada arista es adyacente a la siguiente en la secuencia, e; sale de u y e, es incidente en
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v. u y v se denominan extremos del camino. La longitud de un camino es la cantidad
de aristas que lo constituyen. Para todo vértice u existe un camino de u a si mismo de
longitud cero, es decir, que no contiene aristas.

Un camino es un ciclo cuando su longitud es no nula y sus dos extremos coinciden
en el mismo vértice.

Dos vértices u, v estan conectados cuando existe un camino entre ellos.

Dos caminos son arista-disjuntos cuando no comparten aristas.

Dos caminos son vértice-disjuntos cuando no comparten vértices a excepcion de sus
extremos.

La méaxima cantidad de caminos vértice-disjuntos de a pares entre u y v la denomi-
namos A(u,v).

La maxima cantidad de caminos arista-disjuntos de a pares entre u y v la denomina-
mos \ (u,v).

Propiedad: Todo conjunto de caminos entre u y v vértice-disjuntos de a pares es
también un conjunto de caminos arista-disjuntos de a pares. Luego, X' (u,v) > A(u,v).

La distancia entre dos vértices u y v que estan conectados es la menor de las longi-
tudes de los caminos entre ellos, y la representamos d(u, v). Todo camino entre u, v que
realiza esta distancia es un camino minimo entre u,v. Cuando dos vértices u, v no estan
conectados se define d(u,v) = oo.

Propiedad: La matriz de adyacencia es 1til en el calculo de la distancia entre vérti-
ces. Dos vértices v; y v; distintos estan a distancia d si y s6lo si para todo entero positivo
k< d:[AG)F; =0y [AG)Y);; # 0. El elemento [A(G)];; indica la cantidad de
caminos distintos de longitud [ entre v; y v;.

A través de una busqueda en anchura (BFS, por breadth first search) se puede hallar

un camino minimo entre dos vértices u,v en un tiempo de O(e(G))P}

Subgrafos. Un grafo H es un subgrafo de G si y sélo si V(H) C V(G) y E(H) C
E(G) y las aristas en F(H) tienen la misma asignacién de extremos en H que en G.
Cuando V(H) = V(G), H se puede obtener por eliminacién sucesiva de las aristas en
M = E(G) \ E(H). En este caso diremos que H = G — M.

El subgrafo de G inducido por el conjunto de vértices T', con T C V(G), es aquel
grafo que se obtiene por eliminacién de los vértices en T' = V(G) \ T y de todas las

aristas incidentes en algin vértice en T'. Lo denotamos G[T] o G —T.

2Para grafos pesados en general —con pesos no negativos en las aristas— el algoritmo de Dijkstra
encuentra un camino minimo en O(e(G) + n(G) logn(G))



34 CAPITULO 2. MODELOS COMBINATORIOS DE SISTEMAS COMPLEJOS

Componentes conexas. En grafos no dirigidos, la relaciéon “estar conectado” en-
tre vértices es una relacién de equivalencia. Esto permite definir clases de equivalencia
Ch, Cs, ..., Coqy que constituyen una particién del conjunto de vértices V (G). Los subgra-
fos G[C;] inducidos por esta relacion de equivalencia se denominan componentes conezxas
de G. Como no existen aristas entre vértices que pertenezcan a distintas clases de equiva-
lencia, la unién de las componentes conexas de G es igual a todo el grafo G. La cantidad
de componentes conexas de G la denotamos ¢(G).

Decimos que un grafo es conero cuando tiene una tinica componente conexa, es decir,
cuando para todo par de vértices u,v € V(G), u y v estdn conectados. En caso contrario,
el grafo es no conexo.

Las clases de equivalencia presentan respecto a la conexién una propiedad de ma-
ximalidad: todo subgrafo conexo de G esta incluido en alguna componente conexa de
GG. Las componentes conexas de G son subgrafos conexos maximales con respecto a esta
propiedad.

En grafos dirigidos, al hablar de conectividad estaremos aludiendo a la conectividad
fuerte: diremos que dos vértices u y v de un grafo dirigido estan fuertemente conectados
cuando existe un camino de u a v y también un camino de v a u. Cuando hagamos
referencia a las componentes conexas de un grafo dirigido, se asumira implicitamente

que aludimos a las componentes fuertemente conexas.

Cortes. Dados S,T C V(G), denotamos [S,T] al conjunto de aristas que salen de un

vértice en S y son incidentes en un vértice en TP}
[S,T] ={e:esalede xyesincidente en y, xt € SAy € T} .

Un corte por aristas (edge-cut) es un conjunto de aristas de la forma [S, S], con S # 0
y S # 0.

La capacidad de un corte por aristas es la cantidad de aristas que posee, y la deno-
tamos |[S, S]|.

Dado un grafo conexo G, todo corte por aristas es un conjunto separador de G, en el
sentido que G' — [S, S] es no conexo.

Un corte-(u,v) por aristas ((u,v)-edge-cut) es un corte por aristas que deja a u y v
en dos componentes conexas distintas de G — [S, S].

Un corte-(u,v) por vértices o simplemente corte-(u,v) ((u,v)-cut) S es un conjunto

de vértices S C V(G) — {u,v} tal que G — S tiene a w y v en componentes conexas

3En particular, si S y T tienen interseccién no nula y los extremos de una arista pertenecen ambos
a la interseccién, entonces la arista se contard dos veces en el corte.
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distintas.
El tamano de un corte S es la cantidad de vértices del conjunto S.
El minimo de los tamanos de los cortes-(u,v) se denomina x(u,v), y puede ser cal-

culado empleando el algoritmo de Ford-Fulkerson [69].

Figura 2.2: Cortes y cortes por aristas en grafos. (Izq.) Un corte-(1,5) por aristas en un
grafo dirigido, en donde S = {1,2}. Es un corte-(1,5) por aristas porque 1 € Sy 5 € S.
La capacidad de este corte por aristas es 2. No es un corte-(1,5) por aristas minimo, ya
que existen cortes-(1,5) por aristas de capacidad 1. (Der.) Un corte-(1,5) en el mismo
grafo. Aqui S = 3, y el tamano de este corte es 1. Es un corte-(1, 5) porque la eliminacién
del vértice 3 deja a 1 y 5 en componentes distintas.

Arista-conectividad y conectividad entre vértices. La minima cantidad de aris-
tas que deben ser eliminadas para dejar a u y v en componentes conexas distintas la
denominamos arista-conectividad entre u y v, y la denotamos x'(u, v).

Teorema de Menger (aristas): ([I57], pag. 168) La minima cantidad de aristas que
deben ser eliminadas para dejar a u y v en componentes conexas distintas es equivalente

a la cantidad de caminos arista-disjuntos de a pares entre u y v:
K (u,v) = N (u,v) .

La minima cantidad de vértices que deben ser eliminados para dejar a u y v en com-
ponentes distintas la denominamos conectividad entre u y v, y la denotamos x(u,v). Es

equivalente al minimo de los tamanos de los cortes-(u, v):
k(u,v) = min{|S|, S es un corte-(u,v)} .

Teorema de Menger (vértices): ([157], pdg. 167) La méxima cantidad de caminos

vértice-disjuntos de a pares entre u y v es igual al minimo de los tamanos de los cortes-
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(u,v):
A(u,v) = min{|S], S es un corte-(u,v)} .

De la definicién de x(u,v) y del Teorema de Menger se desprende que la conectividad

entre v y v equivale a la maxima cantidad de caminos disjuntos de a pares entre u y v:

K(u,v) = Nu,v) .

Al trabajar con varios grafos en simultdneo, indicaremos eventualmente en cada
parametro el nombre del grafo como subindice, de manera de saber en qué grafo se
aplica. Asi, al escribir dg(v) estaremos diciendo “el grado de v en el grafo G”. En
los casos en que consideramos que no existe ambigiiedad optaremos por omitir la

referencia al grafo.

2.1.2. Invariantes de los grafos de red

Un wnvariante de un grafo es una funcién del grafo que sélo depende de la estructura
abstracta del mismo, es decir que no varfa con las enumeraciones de sus vértices (isomor-
fismos) o con la forma en que el grafo se representa. Algunas invariantes de los grafos son:
el orden, el tamano, la conectividad, la arista-conectividad, el diametro, la cromaticidad,
la arboricidad, el polinomio caracteristico, la concordancia (assortativity) y el coeficiente
de agrupamiento (clustering coefficient) global. A continuacién desarrollaremos algunos
de ellos. En la seccién siguiente, “Medidas de centralidad de los vértices y aristas”,

veremos que algunas de dichas medidas también dan lugar a invariantes globales.

2.1.2.1. Conectividad

La conectividad de un grafo es el minimo cardinal de un conjunto de vertices S C V'
tal que G — S es disconexo o tiene s6lo un vértice. En otras palabras, es la minima
cantidad de vértices a ser removidos para obtener un grafo no conexo o bien con un solo

vérticd’] La conectividad de un grafo G se denota x(G). Equivalentemente:

k(G)= min k(u.,v)= min Mwu,v)=min{l|S|, S es un corte} .
( uweV(G) (u, ) eV (G) (u,v) {151, }

Un grafo G es k-conexo cuando su conectividad es al menos k.

4La posibilidad de llegar a un grafo con un solo vértice se agrega a los efectos de que la conectividad
se relacione con la minima cantidad de caminos vértice-disjuntos entre todo par de vértices.
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2.1.2.2. Arista-conectividad

La arista-conectividad de un grafo G es el minimo cardinal de un conjunto de aristas
F C E(G) tal que G — F es disconexo. La arista-conectividad de un grafo G se denota
k'(G). Equivalentemente:

k'(G)= min k' (u,v) .
( ) u,veV(G) ( )

En vistas del Teorema de Menger para aristas, se sigue que:

"(G)= min N(u,v) .
w(G) = min X(u,v)

Como consecuencia del teorema de flujo mdzimo y corte minimo de Ford-Fulkerson ([157],

pag. 180), el minimo de las capacidades de los cortes por aristas de u,v es igual a la

maxima cantidad de caminos arista-disjuntos de a pares entre u y v:
min{|[S, 9]|, [S, S] es un corte por aristas de u,v} = N (u,v) .

A partir de los dos ultimos resultados, se deduce que la arista-conectividad de un grafo

G equivale al minimo de las capacidades de todos sus cortes por aristas:

K(G) = chrl(fgl)f}sﬂ{l[S, S}

Un grafo G es k-arista-conero cuando su arista-conectividad es al menos k.

2.1.2.3. Diametro

El diadmetro de un grafo G es el maximo de las distancias entre todos sus pares de
vértices:

diam(G) = méx_d .
iam(G) s (u,v)

El diametro de un grafo es infinito si y sélo si el grafo es no conexo.

2.1.2.4. Coeficiente de agrupamiento

En grafos no dirigidosﬂ el coeficiente de agrupamiento (clustering coefficient) asociado
a un vértice es una medida de la densidad de aristas entre sus vecinos [I54]. Dado
un vértice u de grado d(u) > 2, la méxima cantidad de aristas entre sus vecinos es
+d(u)(d(u) — 1). El coeficiente de agrupamiento se define entonces —para vértices de

grado mayor a 1- como la proporcién de aristas que unen a dos vecinos del vértice, con

SExisten extensiones del coeficiente de agrupamiento para grafos pesados [16].
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respecto a esa cantidad maxima:

ce(u) = 22{“7“’}@\/@) 1{vw € E(G)}
) () 1)

Es frecuente también analizar la distribucién del coeficiente de agrupamiento de los

vértices, en funcién del grado.

El coeficiente de agrupamiento global de un grafo es un invariante, y se calcula como
la cantidad de tridngulos ordenados del grafo en relacion con la cantidad de tripletadﬂ.
Un tridngulo ordenado es una terna ordenada (u,v,w) tal que u — v,v = w,w — u,

mientras que una tripleta (triplet) es una terna ordenada (u, v, w) tal que v — v,v — w:

S A Zuw’wl{u—)v,v—)w,w—)u}

ce(G) = S Zw’w H{u — v,v = w}

El coeficiente de agrupamiento global asi definido es equivalente al denominado indice
de transitividad (transitivity ratio), que cuantifica la transitividad de las adyacencias. Se

encuentra entre 0 y 1.

6

Figura 2.3: Coeficiente de agrupamiento. Observamos la vecindad del vértice 3 de un
grafo, formada por N'(3) = {1,2,4,5,6}. Las aristas entre vecinos de 3 se muestran en
rojo. El coeficiente de agrupamiento de 3 es entonces cc(3) = W =0,4.

6 Algunos autores, en cambio, denominan coeficiente de agrupamiento de un grafo al promedio de los
coeficientes de agrupamiento de los vértices:

1
Z ce(u) .
WG~ Hue V@), dw = 1] _, 2=,
Nosotros sin embargo optaremos por la definicién que hemos dado anteriormente, y a este 1ltimo lo
llamaremos simplemente coeficiente de agrupamiento promedio, ¢¢(G). Nuestra definicién coincide de
todas formas con un promedio ponderado de los coeficientes de agrupamiento de los vértices, en el que

cada vértice u se pondera con un peso w.
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2.1.2.5. Distribucion de grados y grado medio

La secuencia de grados de los vértices, en orden creciente o decreciente, es también
un invariante del grafo. A partir de los grados d(v) de los vértices, se puede definir la

funcién de probabilidad del grado de los vértices, p,(k), comﬂ

~ 2vev(e) Hd(v) = k}
- n(G)

kezt .

El valor de p,(k) representa la probabilidad de que al tomar un vértice al azar del grafo
—con distribucién uniforme sobre el conjunto V(G)—, el mismo tenga grado k.

El valor medio de esta distribucion, E,[d(v)], se denomina grado medio del grafo.
Notaremos a la varianza de la distribucién de grados como o2(d(v)). Para simplificar la
notacién también utilizaremos d = E,[d(v)] y 0?(d) = o2(d(v)).

Al méximo (minimo) de entre los grados de todos los vértices lo denominamos grado
mdzximo (minimo), dyax(G) (dmin(G)). Tener una distribucion de grados p,(k), un grado

medio d, varianza o?(d) o un cierto grado méximo (minimo) son invariantes del grafo.

2.1.2.6. Distribucion de grados de los vecinos

También nos interesara la distribucion de grados de los vecinos de vértices de grado k,

que se define a partir del subconjunto de vértices de grado k de un grafo de la siguiente

formalt

1 Y wenq) Hd(v) =K'}
po(k)n(G) k '

ueV(G),d(u)=k

Puy(K'[k) = Puy[d(v) = K|d(u) = k] =

Es equivalente a la distribucién de probabilidad que surge de tomar un vértice al azar
de entre los vértices de grado k, y luego elegir uno de sus k vecinos al azar (es decir, con
distribucién uniforme) y observar su grado.

El grado medio de los vecinos de los vértices de grado k lo denominamos k,,, (k) y se

puede calcular de la siguiente manera [126]:

k'eZ+

"El subindice v hace referencia a los elementos del espacio muestral, que en este caso es el conjunto
de los vértices, V(G).

8Las aristas de E(G) se toman con distribucién uniforme. Si el grafo es no dirigido, al extraer una
arista uv del conjunto E(G) se la debe ordenar como (u,v) o (v,u) con distribucién uniforme. La
probabilidad conjunta p,,(k, k') representa entonces la probabilidad de que al tomar una arista (u,v),
los grados de sus extremos sean k y k' respectivamente. En este sentido, p,,(k’|k) se puede interpretar
como la probabilidad condicional de d(v) dado d(u).
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2.1.2.7. Concordancia por grados de los vértices

La concordancia por grados (degree assortativity) es la medida de correlacién entre los
grados de vértices adyacentes [112]. En grafos no dirigidos se define a partir de valores
esperados y desvios que toman como espacio muestral al conjunto de las aristas del
grafoﬂ:

a(G) =

Eu[d(w)d(v)] — By [d(u)] - By [d(v)]
ouwld(u)] - ouu[d(v)]

En términos del k,,, la concordancia se puede expresar también como [35]:

— dY ezt K2p(k)knn (k)] — 72

A — &

a(@)

Al ser una correlacion, la concordancia por grados tiene la siguiente propiedad: si se
considera a los grados de los extremos de una arista uv tomada al azar, d(u) y d(v), como
variables aleatorias, la concordancia por grados puede interpretarse como la pendiente

de la recta de regresion entre estas dos Variableﬂ.

= Una concordancia por grados positiva implica una correlacion alta entre los grados
de vértices adyacentes: vértices de grado elevado se conectan tipicamente a otros
vértices de grado elevado, mientras que vértices de grado pequeno son adyacentes

a vértices de grado pequeno.

= Una concordancia por grados negativa es muestra también de una alta correla-
cién, aunque en este caso en sentido contrario: vértices de grado pequeno tienen

preferencia por vértices de grado elevado, y viceversa.

= En cambio, una concordancia por grados cercana a 0 es signo de una pobre corre-

lacién entre los grados de vértices vecinos.

El concepto de concordancia (assortativity) no se restringe a los grados sino que
puede aplicarse también para comparar atributos categéricos de vértices adyacentes en
el grafo E En esta variante, la concordancia permite estudiar los denominados patrones
de mezclado (mixing patterns), de gran relevancia en las redes sociales. Dado un conjunto

de categorias K = (K1, Ky, ..., K|g) y una funcién fx : V(G) — K que asigna categorias

9Existen extensiones de la concordancia por grados para grafos dirigidos y grafos pesados [16].

10En términos generales la correlacién entre dos variables aleatorias X e Y se corresponde con la
pendiente de la recta de regresion entre las variables normalizadas X' = )g ng eY = };z{/‘; . En este
caso particular las variables estan identicamente distribuidas y la normalizacién no es necesaria.

11Sin embargo, las dos medidas de concordancia no son equivalentes matematicamente. En el caso de
valores escalares como los grados, empleamos como medida la correlaciéon de Pearson. Para atributos

categoéricos, en cambio, utilizamos aqui la medida de acuerdo de Cohen.
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a los vértices, se define la concordancia por K como: [I14]]

_ Tr(e) — e
“&) =T e

en donde e es una matriz cuyas componentes e;; representan la probabilidad de que en
una arista (u,v) tomada al azar sean f(u) = K; y f(v) = K;.

En términos generales hablaremos de un comportamiento concordante (assortative)
cuando para determinado atributo de los vértices la concordancia es positiva, y de com-

portamiento discordante (disassortative) cuando la concordancia es negativa.

2.1.3. Medidas de centralidad de los vértices y aristas

Las medidas de centralidad intentan cuantificar la relevancia de los vértices o aristas
de un grafo. En general esta relevancia se relaciona con la cercania del vértice o arista a los
demas vértices o aristas, o con la utilizacién del mismo para establecer caminos para llegar
a otros vértices o aristas, o bien con los efectos que tendria su posible eliminacion en el
grafo. En particular, el grado de un vértice es una medida de centralidad, y posiblemente
una de las mas simples: puede pensarse que un vértice al que se conectan muchos otros
vértices es un vértice importante en un grafo, sin embargo esto no siempre es cierto.

Las medidas de centralidad existentes son numerosas. A continuacién desarrollaremos
sélo aquellas que nos seran de utilidad: la intermediacién (betweenness), la cercania
(closeness), la centralidad de vector propio (eigenvector centrality), el indice de capa
(shell index o coreness) y el indice de denso (dense index). Algunas medidas presentan
variaciones y diversas normalizaciones posibles. Aqui daremos para cada una la definicion
que a nuestro entender es la mas simple y adecuada para el objetivo de nuestro trabajo.

En las 3 primeras se requerird que el grafo sea conexo.

2.1.3.1. Intermediacion

La intermediacion (betweenness) fue propuesta por L. Freeman en 1977 [72] y es una
de las medidas de centralidad mas clasicas. Se obtiene a partir de la cantidad de caminos
minimos en el grafo que pasan por un vértice determinado, y su definicién para un grafo

conexo es:

cp(v;) = Z L@J’—Ukm) 7

L(v;
{v;, v }CV(G),jk#i (UJ7 Uk)

12Esta definicién de concordancia (assortativity) de Newman [I14] coincide con la medida de acuerdo
(agreement) propuesta por Cohen [47], 23].
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en donde L(vj, vi|v;) es la cantidad de caminos minimos entre v; y vy y pasan por v;, y

L(vj,vy) es la cantidad de caminos minimos entre v; y vg. La intermediacién cuantifica

la utilizacion de un vértice en los caminos minimos que conectan a los demas vértices.
En 2002 Girvan et al. propusieron un concepto analogo de intermediacién para aristas

(arista-intermediacion o edge-betweenness) [76].

6

(6]
4

2

6 7 6 7

Figura 2.4: Intermediacion (betweenness). (Izq.) Cuatro caminos minimos que atraviesan
el vértice 5. Dos de ellos —los caminos de 1 a 7y de 2 a 7- tienen un camino minimo
alternativo, y por lo tanto su peso en el célculo de la intermediacién es de 1/2. La
intermediacién del vértice 5 es entonces cg(5) = 3. (Der.) Los vértices del mismo grafo,
coloreados segun su intermediacion.

2.1.3.2. Cercania

Dado un grafo conexo, la cercania (closeness) de un vértice se define como la inversa

de su distancia promedio a los demds vértices del grafo [73]:

n(G) —1
ZvjEV(G’),jyéi d(vi, v;)

co(vi) =

Una desventaja de la cercania respecto a la intermediacién es que tiende a concentrarse

en un rango relativamente pequenio de valores al aplicarlo a todos los vértices [119].

2.1.3.3. Centralidad de vector propio

Esta medida de centralidad se basa en la descomposicion espectral de la matriz de
adyacencia de un grafo conexo. Como todos los coeficientes de la matriz de adyacencia
A(G) son no negativos y la matriz es irreducible, de acuerdo al teorema de Perron-
Frobenius el radio espectral de A(G) es un valor propio con un unico vector propio
asociado cuyas componentes son todas positivas [144]; a este vector propio lo notaremos

v}(@). Definiremos entonces a la centralidad de vector propio (eigenvector centrality) del
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Figura 2.5: Cercania (closeness). (Izq.) En rojo se muestran las aristas que forman parte
de caminos minimos desde el vértice 5 hacia otros vértices. La distancia promedio de 5
a los demds vértices del grafo es 3/2, y por lo tanto su cercania es cco(5) = 2/3. (Der.)
Los vértices del mismo grafo, coloreados segiin su cercania.

vértice v; como la componente i-ésima del vector v!(G) dividida por la norma infinito

del vector: 1(G)
’UA
cg(v;) = 2—1 .

max; {Uj (G)}
1 3 .
2 4 @

5
6 7

Figura 2.6: Centralidad de vector propio (eigenvector centrality). Los vértices de un grafo,
coloreados segin su centralidad de vector propio.

Los distintos vectores propios de la matriz de adyacencias estan vinculados con la
dindmica de caminos aleatorios (random walks)y procesos de difusién sobre el grafo [144].
En particular, aquellos vectores propios asociados a los valores propios de mayor valor
son los que mas incidencia tienen en esta dindmica. De aqui que logren capturar en cierta

forma la relevancia de los vértices en el grafo.

2.1.3.4. Indice de capa

La medida de centralidad que denominamos indice de capa (shell index o coreness)

es aquella basada en la descomposicién en k-nticleos (k-cores) de un grafo, que presen-
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taremos a continuacion.

La descomposicién en k-nticleos fue introducida por Seidman en 1983 [142] y organiza
a los vértices de un grafo en una estructura de capas anidadas, llamadas nicleos (cores),
en que las capas mas céntricas —de mayor k— contienen vértices con mayor cantidad de
conexiones entre ellos respecto a las capas mas periféricas. En efecto, un k-nucleo se
define como un subgrafo inducido maximal tal que cada uno de sus vértices tiene al

menos k vecinos en el subgrafo inducido. Es decir:
Ci(G) = G[S] & {Vv € V(G]SY]) : dgjs)(v) > k} A S es maximal con esta propiedad ,

en donde recordamos que el grado de v se mide en el subgrafo de G inducido por S.
Diremos que un vértice v tiene indice de capa cx(v) = k cuando pertenece al k-nicleo
pero no pertenece al (k + 1)-ntcleo.
El maximo valor de k en un grafo G para el cual el k-nticleo de G no es vacio es un

invariante, y se denomina nicleo-profundidad (core number). Lo notaremos ks (G).

Figura 2.7: Descomposicion en k-nicleos (k-cores). Descomposicion en k-niicleos de un
grafo con 16 vértices. Los vértices en rojo tienen indice de capa 3, es decir que tienen al
menos 3 conexiones entre ellos. Los vértices 5,7 y 8 (en verde) tienen indice de capa 2
—observar que si bien el vértice 8 tiene 3 conexiones, al eliminar al vértice 7, le quedaran
s6lo dos, y por eso no puede acceder al 3-nicleo—. Los vértices en rosa tienen indice de
capa 1. Obsérvese que el 3-nicleo es no conexo, mientras que el 2-nicleo y el 1-nicleo
tienen una unica componente conexa.
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Los diversos k-ntcleos de un grafo pueden obtenerse eliminando recursivamente del
mismo los vértices de grado menor a k. Basado en este procedimiento, el algoritmo
presentado por Batagelj y Zaversnik [I§] encuentra la descomposicién en k-ntcleos de

un grafo conexo en un tiempo de O(e(G)).

2.1.3.5. Indice de denso

La descomposicién en k-densos (k-denses) de un grafo es el anédlogo de la descom-
posicién en k-ntucleos, pero centrandose en las aristas en lugar de en los vértices. Si la
descomposicion en k-nicleos observaba el grado del vértice en el grafo inducido, aqui ob-
servaremos la multiplicidad de la arista, m(e), que se define como la cantidad de vértices
que son vecinos simultdneos de ambos extremos de la arista en el subgrafo. Por tlti-
mo, como el k-denso se obtiene a partir de un conjunto de aristas, es un subgrafo del
grafo original, pero no necesariamente es un subgrafo inducido. Definiremos entonces al

k-denso de un grafo G, Dy(G), para k > 2 de la siguiente manera [141]:

E(Dy(G)) =S < {VYee S:mg_s(e) >k —2} AS es maximal con esta propiedad
V(Dr(G)) = {ueV(G)/FeV(G):w € E(Dy(G))} .

Es decir, primero construimos el subconjunto maximal de aristas de multiplicidad
al menos k — 2 entre ellos, E(D(G)), y luego definimos al conjunto de vértices como
formado por aquellos vértices en los que incide alguna arista de E(Dy(G)).

La descomposicién en k-densos de un grafo puede obtenerse eliminando recursiva-
mente del mismo las aristas de multiplicidad menor a k — 2, para valores de k crecientes
a partir de k = 2.

Si una arista e pertenece a cierto k-denso pero no pertenece al (k + 1)-denso diremos
que tiene indice de denso (dense-index) k, o que cp(e) = k.

El méximo de los indices de denso de los vértices de un grafo es un invariante al que

denominamos denso-profundidad (dense number), k3¢(G).

max

2.1.4. Resumen de notacién

n(G) orden de GG

e(G) tamafo de G

V(G) conjunto de vértices de G

E(G) conjunto de aristas de G

A(G) matriz de adyacencia de G

s elemento ¢, j de la matriz de adyacencia
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d(v) grado de v

N (v) vecindad de v

d~(v) grado interno del vértice v (grafos dirigidos)

d*(v) grado externo del vértice v (grafos dirigidos)

AMu, v) maxima cantidad de caminos vértice-disjuntos de a pares entre u y v
N(u,v) maxima cantidad de caminos arista-disjuntos de a pares entre u y v
d(u,v) distancia entre u y v

G[T] subgrafo de G inducido por T' C V(G)

(@) cantidad de componentes de G

(S, 9] corte por aristas

I[S, 5] capacidad de un corte por aristas

K(u,v) corte minimo entre u y v

K (u,v) arista-conectividad entre u y v

k(G) conectividad de G

K (Q) arista-conectividad de G

diam(G) didmetro de G

cc(v) coeficiente de agrupamiento (clustering) de v

ce(Q) coeficiente de agrupamiento (clustering) global de G

cc(@) coeficiente de agrupamiento (clustering) promedio de G
po(k) distribucién de grados

d, d* grado medio, k-ésimo momento de la distribucién de grados
o?(d) varianza de la distribucién de grados

Armsx grado maximo

P (K |K) distribucién de grados de los vecinos de vértices de grado k
Enn (k) grado medio de los vecinos de vértices de grado k

a(@) concordancia por grados (degree assortativity) de G

cp(v) intermediacién (betweenness) de v

co(v) cercania (closeness) de v

ce(v) centralidad de vector propio (eigenvector centrality) de v
ci(v) indice de capa (shell index) de v

Cr(G) k-ntcleo (k-core) de G

kmax(G) ntcleo-profundidad (core number) de G

cple) indice de denso (dense index) de e

Di(G) k-denso (k-dense) de G

kdense(@) denso-profundidad (dense number) de G

Cuadro 2.1: Resumen de la notacion de Teoria de Grafos empleada en este trabajo.
Tomamos como referencia el libro de West [157].
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Figura 2.8: Descomposicion en k-densos (k-denses). Descomposicién en k-densos del
mismo grafo que el de la figura anterior. Las aristas en rojo tienen indice de denso 4, es
decir que cada una de ellas participa de al menos dos triangulos dentro del 4-denso. Las
aristas en amarillo pertenecen al 3-denso, y todas participan de al menos un triangulo.
Las aristas en celeste tienen indice de denso 2. Los vértices toman el color de aquella de
sus aristas incidentes con mayor indice de denso, de acuerdo con la definicién. Obsérvese
que la arista 10 <+ 14 tiene indice de denso 2 porque, si bien conecta a vértices del

3-denso, no participa de ningun tridngulo.

2.2. Resultados tedricos y experimentales en redes

complejas

En esta seccién realizaremos una sintesis de algunos de los resultados tedricos y
experimentales mas importantes obtenidos en el drea de Redes Complejas, dejando para
la préoxima seccion lo relativo al desarrollo de modelos. Ejemplificaremos la discusion con
algunas redes sociales, tecnologicas y bioldgicas —en particular las redes metabdlicas y de
interacciones entre proteinas—. Dejamos al margen otras redes que no desarrollaremos en

el presente trabajo pero sobre las cuales se ha avanzado mucho también en el area, como
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es el caso de las redes seménticas y de tipos particulares de redes bioldgicas: las redes
ecoldgicas y las redes neuronales. Para ampliar los resultados sugerimos consultar [115]
35, 6].

Comenzamos nuestra revision en el ano 1999, en que se descubrié que los grafos de
diversas redes complejas se ajustan a leyes de potencias (power-laws) E}E es decir que

varios de sus atributos siguen leyes de la forma f(x) o< 7. Se destacan en particular:

» El trabajo de los hermanos Faloutsos [66], que observaron una ley de potencias
en la distribucion de grados de Internet. A partir de diversas exploraciones que
recolectaron informacion sobre cerca de 4000 routers de Internet y sus conexiones en
ese entonces, mostraron que la cantidad de conexiones que tiene un router tomado
al azar se ajusta muy bien a una ley de potencias, con exponente a entre 2,0 y 2,5
dependiendo de la exploracién. Mostraron también que la ley de potencias en la
distribucion de grados origina por si misma leyes de potencias en la distribucion de
las distancias entre pares de routers de la red, y en la distribucion de las distancias

desde un router determinado hacia el resto de la red.
» Los trabajos de Barabdsi y Albert [3], 14] que encontraron leyes de potencias en:

e Una porcién del grafo de la Web, con 325729 vértices representando docu-
mentos web, conectados entre si por hipervinculos (links) que permiten saltar
de un documento a otro. Como los hipervinculos son direccionales, la Web se
modela mas convenientemente como un grafo dirigido. Asf lo hicieron Albert
y Barabdsi, y mostraron que el grado interno d~ y el grado externo d* siguen

sendas leyes de potencias con exponentes 2,1 y 2,45 respectivamente.

e Una red de 212250 actores, en la que las aristas entre actores representan su
trabajo conjunto en algun film. Aqui encontraron una ley de potencias con
exponente 2,3 en la distribucién de la cantidad de actores que coparticipd en

algin film con un actor dado.

e La red de distribucién eléctrica de los Estados Unidos, integrada por 4941
estaciones y subestaciones, conectadas por lineas de alta tension. La cantidad
de lineas conectadas a un determinado nodo de la red se ajusta a una ley de

potencias con exponente 4.

13Gi bien la discusién sobre distribuciones libres de escala comenzé a tomar forma en esta época,
destacamos el trabajo pionero de Price, que ya en 1976 habia observado una ley de potencias en una
red de colaboraciones cientificas [129].

14Para una formalizacién sobre las leyes de potencias puede consultarse el Apéndice [A| del presente
trabajo.
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Figura 2.9: Red de actores. (Izq.) Visualizacién de la vecindad de un actor en la red de
actores, generada con el software Gephi. El actor al que hacemos referencia se indica en
violeta en el centro de la red. (Der.) Frecuencias relativas de los coeficientes de agrupa-
miento de los vértices, agrupados con un binning lineal. El coeficiente de agrupamiento

global de la red es de 0,78.

Por otra parte, en [3] Albert y Barabasi también mostraron que la distancia promedio
entre documentos en la Web (es decir, la cantidad media de clics necesarios para llegar de
un documento a otro) en 1999 era de tan sélo 18,59, ajustandose linealmente al logaritmo
de la cantidad de documentos. Esto renovo el interés por las redes de mundo pequeno
(small-world) que habia estudiado Milgram en los ‘60 en su conocido experimento. En el
mismo ano Watts y Strogatz también observaron la propiedad de mundo pequenio en la
red de actores y en una red de interacciones entre proteinaﬁ.

Estos dos fenomenos —el comportamiento libre de escala de la distribucion de grados
y la propiedad de mundo pequeno— se han encontrado en numerosisimas redes complejas,

y tienen importantes consecuencias en su dinamica:

» En el 2000 Jeons et al. [90] analizaron la estructura de redes de interacciones entre
proteinas y, ademés de encontrar leyes de potencias, observaron una estructura

formada por hubs, es decir, vértices de elevado grado, que conectan a los vértices

15En los organismos vivos tienen lugar procesos bioquimicos que cumplen determinada funcién o
responden a cierta necesidad del organismo. Cada uno de estos procesos se rige por la presencia de
ciertas proteinas. De esta forma, decimos que dos proteinas interactian cuando participan de un mismo
proceso bioquimico.
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de grado pequeno. Llegaron a la conclusién de que estas redes tienen una respuesta
robusta frente a la eliminacion aleatoria de algunos de sus nodos —manifestandose,
por ejemplo, en la estabilidad del didmetro, la distancia media, o la conectividad—
mientras que lo que podria llamarse un “ataque planeado” o intencional a uno o
varios hubs podria poner en serio peligro la conectividad de la red, o aumentar
considerablemente el didmetro. Este tipo de comportamiento de las redes libres
de escala, al que Doyle et al. denominaron robust—yet—fmgilﬂ [61], también fue

encontrado en la Web e Internet [4, [48].

En 2001 Pastor-Satorras y Vespignani estudiaron la difusién de informacién y la
propagacion de epidemiaﬂ en redes libres de escala, y observaron que dichos
fenémenos se ven beneficiados por un disefio que tiende a optimizar el flujo de
informacién [127]. Con un anédlisis termodindmico mostraron que la propagacién
de infecciones no tiene un punto critico, lo que permite por ejemplo que un virus
prolifere, independientemente de que su tasa de contagio sea baja. Estos resultados

también se aplican a la propagacién de rumores y de informacién en redes sociales.

Las redes libres de escala han sido objeto de importantes estudios tedricos, y con

frecuencia se aplicé el potencial de la Mecanica Estadistica para estudiar sus propiedades

en el limite termodinamico [2, [59]. Estos resultados sirvieron como realimentacién para

el ajuste de los modelos que se desarrollaban a la par.

Ha despertado gran interés el estudio de la topologia de Internet. La evolucion per-

manente de la red mundial y varias cuestiones técnicas y de seguridad dificultan la obten-

cién de una instantanea completa, por eso se desarrollaron varios proyectos para obtener
exploraciones fieles de Internet, como CAIDA [34], DIMES [56] y RouteViews [I51].

Mencionamos los siguientes resultados:

= Alvarez-Hamelin et al. estudiaron la descomposicion en k-nticleos del grafo de In-

ternet tanto a nivel de routers como a nivel de sistemas auténomos y observaron
una ley de potencias en la distribucién de tamanos de los k-nicleos [7]. También
mostraron que el grado de los vértices y el indice de capa se hallan correlacionados:
los routers mas centrales de la red desde el punto de vista de los k-nicleos suelen

tener grado elevado [8].

Pastor-Satorras et al. encontraron un comportamiento discordante por grados de
los vértices [126], ajustando el k,,(k) a una ley de potencias con a ~ 0,5. En

otras palabras, esto muestra que los nodos centrales de la red tienen preferencia

16T iteralmente, robustas pero frdgiles.
1TEstos fenémenos son andlogos a los procesos de difusién en sistemas fisicos.
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Figura 2.10: Red de interacciones entre proteinas de S. Cerevisiae. Visualizacion de la
red de interacciones entre proteinas de la bacteria S. Cerevisiae generada con el software
LaNet-vi. Las distintas capas de la visualizacién corresponden a los k-niicleos del grafo.
La escala de la izquierda representa el grado y la de la derecha identifica el indice de
capa. Se observa que el indice de capa esta correlacionado con el grado de los vértices en
la red. A la derecha, el k,,(k) en funcién de k muestra un comportamiento discordante,
caracteristico de estas redes en que algunas proteinas actiian como hubs, interactuando
con muchas otras que tienen pocas interacciones [90]. La concordancia por grados de la
red es -0.156 [114].

—en término medio— por establecer conexiones con nodos periféricos, y viceversa:
los nodos periféricos prefieren conectarse a nodos centrales —lo que va en acuerdo

con la hipétesis de acoplamiento preferencial de Barabasi—.

= Los k-nucleos se han vinculado también con la conectividad. Luczak habia pro-
bado en 1991 que en los grafos Erdos-Rényi los k-nticleos son k-conexos con alta
probabilidad [107]. Estudios efectuados sobre Internet también han mostrado que
los k-ntcleos del grafo de Internet son k-conexos [37, [7]. En el Capitulo [4] de es-
te trabajo estudiaremos la k-arista-conectividad de los k-nicleos de los grafos de

Internet a nivel de Sistemas Auténomos.

En el area de redes sociales se han investigado los patrones de mezclado, es decir, las
correlaciones entre determinados atributos de los miembros (edad, sexo, profesién, grado
en el grafo de la red, etc.) y sus conexiones. Se evidencia frecuentemente un comporta-

miento concordante por grados: las personas muy populares —con muchas conexiones—
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en determinada red tienden a conectarse con otras personas también muy populares.
El fenémeno se ha estudiado en las redes de colaboraciones cientificas, de actores y de
intercambio de correo electrénico [114], entre otras.

También se ha vuelto de gran relevancia el estudio y descubrimiento de estructura
comunitaria en redes sociales. Con este término se designa a la organizacion de los nodos
de la red en grupos de afinidad. Dentro de estos grupos los nodos se conectan con mayor
densidad que hacia afuera de ellos. El descubrimiento de estructura comunitaria permite
capturar la formacion de grupos de amistad, de afinidad politica o ideolégica o de trabajo
conjunto y extraer informacién valiosa de la red. Discutiremos este tema en el Capitulo
de nuestro trabajo.

El abordaje de la Web como una red social de intercambio de informaciéon permi-
ti6 aplicar herramientas de redes complejas a la busqueda de documentos. El poderoso
motor del buscador Google, denominado PageRank, utiliza una variante de la centrali-
dad de vector propio para clasificar a los documentos web de acuerdo a las conexiones
que establecen con otros documentos [122]. PageRank calcula periddicamente el vector
propio asociado al mayor valor propio de la matriz de adyacencias de toda la Web: una
matriz rala con millones de filas y columnas.

La vinculacién entre la presencia de distribuciones libres de escala y los procesos auto-
semejantes o fractales es bastante controversial. Song et al. desarrollaron un marco para
analizar la estructura de las redes complejas en busca de auto-semejanza, que verificaron
en varias redes [148]. Desde este enfoque, las distribuciones libres de escala serian sélo
una manifestacion de la naturaleza auto-semejante de los sistemas. Otros trabajos han
vinculado la auto-semejanza con la concordancia por grados, sosteniendo que las redes
fractales son discordantes, mientras que las no fractales tendrian un comportamiento
concordante [I60]. Johnson et al. [91] por su parte mostraron que la discordancia por
grados es el comportamiento esperado en los sistemas que evolucionan guiados por la
maximizacion de la entropia. El comportamiento concordante se limitaria a aquellos
sistemas con un fuerte componente humano en las interacciones, como es el caso de las
redes sociales. También respecto al uso de la correlaciéon como medida de la concordancia
por grados, un reciente trabajo de Hofstad mostraria que la misma no es una medida
adecuada en redes con distribuciones de grados libres de escala y de gran tamano [105].

Por ultimo, Ravasz y Barabasi entre otros han estudiado la estructura jerdrquica de
las redes complejas y sostienen que la misma permite explicar la convivencia, dentro de
una misma red, de coeficientes de agrupamiento elevados y leyes de potencias [132]. La
organizacion jerarquica también ha sido muy discutida en el contexto del descubrimiento

de comunidades.
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2.3. Modelos de redes complejas

Los modelos de redes complejas pretenden reproducir algunos de los patrones que se
observan en estas redes, con el fin de predecir su comportamiento o evolucién futura.
En general son modelos probabilisticos —no deterministicos— que se formalizan desde la
Teoria de Grafos Aleatorios. Por este motivo creemos conveniente comenzar esta seccion
introduciendo el concepto de grafo aleatorio. Seguido a esto haremos un recorrido histori-
co por los modelos de redes complejas mas conocidos, y en las subsecciones siguientes
desarrollaremos algunos de ellos.

Consideraremos una familia de grafos aleatorios parametrizada con n, Gﬂ donde
para cada n, G, es un espacio de probabilidad (2, F, P) en donde €2 es un conjunto
de grafos de n vértices, cada uno de los cuales tiene una probabilidad determinada de
ser extraido. Una instancia del grafo aleatorio es entonces una muestra tomada de este
espacio de probabilidad, mientras que los diversos invariantes del grafo aleatorio pueden
pensarse como variables aleatorias en el mismo espacio. En este marco, los resultados de

la Teoria de Grafos Aleatorios se expresan usualmente en términos de:

1. Distribuciones de probabilidades de los invariantes. Puede calcularse la distribuciéon
de probabilidades de invariantes como el didmetro, el grado de los vértices, o el
coeficiente de agrupamiento, de un grafo aleatorio G,,. Diremos que un invariante
f(G,) del grafo converge asintéticamente a cierto h(n) si:

lim P[(1—¢€)h(n) < f(Gn) < (14+¢€)h(n)]=1, Ve>0 .
n—oo
2. Propiedades esperadas con alta probabilidad. Diremos que G, tiene una propiedad

P con alta probabilidad (with high probability) cuando la probabilidad de que G,

tenga dicha propiedad tiende a 1 cuando n — oo:

lim PG, €P]=1 .

n—o0

Cuando mencionemos que determinado modelo de grafo aleatorio tiene una pro-

piedad P siempre deberd interpretarse que tiene dicha propiedad con alta proba-
bilidad.

Para ampliar el estudio de grafos aleatorios recomendamos consultar [27, 2§].

El concepto de grafo aleatorio fue introducido por P. Erdés y A. Rényi en 1959 en el

18 3 . ’ . . ’
En términos mas generales un grafo aleatorio Gy, p,,... p, puede tener varios parametros p1, pa, ..., Ds,
de los cuales uno de ellos suele ser el tamaio, n(G). En nuestra definicién mencionamos sélo este
parametro porque nos resultard esencial para introducir la nocién de alta probabilidad.
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modelo que lleva su nombre [64]@ y que genera grafos con distribuciones de grados pois-
sonianas y con coeficiente de agrupamiento nulo —recuérdese que hablamos en términos
de alta probabilidad—.

Durante la década del '70 este modelo inicial fue expandido en busca de obtener grafos
aleatorios con otras distribuciones de grados. Surgieron entonces los grafos aleatorios
con grados esperados especificos (random graphs with given expected degrees) [43], y el
modelo de configuracion (configuration model) o de grafos aleatorios con distribuciones
de grados especificas (random graphs with specified degree distributions) [21]. A partir
de estos modelos se hizo factible obtener grafos con distribuciones libres de escala; sin
embargo, ninguno de ellos pretendia ni lograba explicar como surgian estas distribuciones
a partir de reglas mas simples.

En la década del ‘80, con el interés de modelar la topologia de Internet, surgieron
diversos generadores de topologia, como el modelo de Waxman (1988) [155] que intro-
dujo una variable geografica, y los modelos jerarquicos de Doar (1996) [57] y Zegura
(1997) [162]. Hacia fines de los ‘90, frente a los resultados de las exploraciones de In-
ternet y la Web que mostraban un comportamiento libre de escala, Barabasi y Albert
propusieron un modelo basado en el acoplamiento preferencial que logrd reproducir una
ley de potencias en la distribucién de grados [14]. Fabrikant et al. (2002) [65] también
obtuvieron grafos con distribuciones libres de escala, pero a partir de un proceso de
optimizacién con limitacion de recursos.

En el ambito de las redes sociales hubo particular interés en reproducir el fenémeno
de mundo pequeno (small-world). El modelo més destacado es el propuesto por Watts y
Strogatz en 1998 [154] que, partiendo de una topologia en anillo, construye una red de
mundo pequeno con bajas distancias promedio y coeficientes de agrupamiento elevados,
aunque con distribuciones de grados aun poissonianas. También Kleinberg (2000) [92]
reprodujo el fenémeno de mundo pequeno con un modelo que parte de un reticulo (lattice)
y agrega algunas conexiones de largo alcance.

La concordancia por grados (degree assortativity) parece ser una propiedad dificil de
modelar; la mayoria de los modelos generan redes con concordancia por grados nula.
Algunas excepciones son el modelo de Bianconi y Barabasi, que genera redes con com-
portamiento concordante [22] y se ha utilizado para modelar la Web, y el modelo de
Catanzaro et al. [39] que es capaz de producir redes con comportamiento discordante.

Por ultimo mencionaremos algunos modelos vinculados con la organizacion jerarqui-

19Téngase en cuenta que para muchos autores la nocién de grafo aleatorio era sinénimo de grafo Erdds-
Rényi, en particular algunas décadas atras. De alli el uso de la nomenclatura grafo aleatorio generalizado
o grafo aleatorio con distribuciones de grados especificas, ya que estos modelos se entendian como una
extension del modelo de grafo aleatorio original. Hoy en dia el concepto de grafo aleatorio es mucho més
rico, tal como muestra la definicién que hemos dado.
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ca y la estructura comunitaria. El modelo Community Guided Attachment (CGA) de
Leskovec et al. (2005) [102] estudia la emergencia de leyes de potencias en el contexto
de una estructura jerarquica.

Los modelos que generan una estructura comunitaria, en cambio, no explican el
surgimiento de dicha estructura sino que mas bien la reproducen, y se emplean habi-
tualmente como bancos de prueba (benchmarks) de los distintos algoritmos de descu-
brimiento de comunidades. Entre ellos destacamos el modelo relazed caveman [153], el
planted l-partition [51], el modelo jerarquico de Clauset-Moore-Newman (CMN) [44] y el
de Lancichinetti-Fortunato-Radicchi (LFR) [97]. Todos ellos son variantes de los grafos
aleatorios generalizados y del modelo de configuracién que incorporan informacion sobre

la estructura jerarquica y/o comunitaria.

2.3.1. El modelo Erdos-Rényi

El mas sencillo de los modelos de grafos aleatorios fue propuesto por Erdos y Rényi
hacia 1960 [64]. Este modelo considera un grafo con n vértices, en el que la probabilidad
de que dos vértices distintos tomados al azar estén conectados es fija e igual a p.

Los grafos aleatorios Erdés-Rényi (ER) G, presentan las siguientes propiedades:

El tamano del grafo sigue una distribucién binomial:

Ple(Gun) = 0] = (3 )1 )¥ 2, 03 <

en donde N = (})
» La esperanza del tamano del grafo es E[e(G,,,)] = Np.

= El grado de los vértices sigue una distribucién binomial:
n—1\ 4 n—1—k

= La esperanza del grado de un vértice es E[dg,,(v)] = (n — 1)p.

= El coeficiente de agrupamiento esperado de un vértice es E|ccg,,, (v)] = p.
= La concordancia por grados es asintética a 0 para n — oo.

» El didmetro es asintético a lnn/In(pn) para n — oo [42].

= El grafo es conexo con alta probabilidad.
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Figura 2.11: Modelo Erdos-Rényi. Visualizacion. Instancia de grafo generado con un
modelo Erdos-Rényi con 100 vértices y grado medio esperado 5.

» La arista-conectividad es asintética a (n — 1)p para n — oo.

Es habitual estudiar el comportamiento de los grafos Erdos-Rényi cuando n — oo
manteniendo np constante, de manera de conservar el grado medio de los vértices. Bajo

esta restriccién, con n — oo se cumple que:
= La distribucion de grados de los vértices converge a una Poisson con media np.
= Kl coeficiente de agrupamiento de los vértices y global es asintético a 0.
» El grafo es no conexo (el didmetro es infinito).

Los grafos Erdos-Rényi no son adecuados para modelar redes complejas por tener
una distribucion de grados con caida exponencial —en lugar de una cola larga— y un
coeficiente de agrupamiento pequeno, y por la ausencia de correlaciones que se manifiesta,

por ejemplo, en una concordancia por grados cercana a cero.

2.3.2. Modelos de Internet

Describiremos a continuacion 3 modelos que se han utilizado para estudiar la topo-

logia de Internet: el modelo de Waxman, el modelo Barabasi-Albert y el modelo FKP.
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Figura 2.12: Modelo Erdos-Rényi. Instancia de grafo generado con un modelo Erdos-
Rényi con p = 0,00025 y n = 20000. El grado medio es d = 5,00 y el grado maximo es
dmax = 16. (Izq.) Frecuencia relativa de los grados de los vértices del grafo, comparada
con una distribucién binomial de igual media. (Der). Correlacién entre los grados de
vértices adyacentes. Los puntos representan el valor medio del grado de los vecinos, k,,,
en funcion del grado. La pendiente de la recta de regresiéon —la concordancia por grados
del grafo— es nula. El coeficiente de agrupamiento global de la red también es cero.

2.3.2.1. El modelo de Waxman

A partir de observaciones efectuadas sobre Internet, Waxman formulé dos hipdtesis
respecto a cémo estarian conectados los routers en la red. En su trabajo de 1988 Waxman

sostuvo que [155]:

1. Los routers de Internet se encuentran distribuidos geograficamente, y que esta

distribucion incide en la forma en que estan conectados.

2. Como resultado de un proceso de optimizacién de recursos, las existencia de cone-

xiones es mas probable entre routers cercanos que entre routers distantes.

A partir de estas hipdtesis, y tomando como base el modelo Erdos-Rényi, Waxman
realizé una modificacién para que la probabilidad de conexién de los nodos fuera depen-
diente de la distancia entre los mismos. En el modelo de Waxman se distribuyen n nodos
en forma aleatoria sobre un cuadrado de lado L. Luego, cada par de vértices (v;,v;) se
conecta con una probabilidad p;; exponencial en la distancia euclidea entre los vértices,

que representamos como d(v;, v;):

—d(v;,v5)

pij =pBe <, 0<a,pB<1.
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La constante 8 del modelo permite variar el grado medio mientras que «, al ajustar la
caida de la exponencial, regula la probabilidad de que existan conexiones de largo alcance
entre los nodos.

Este modelo fue el primero que intenté reproducir la topologia de Internet. Sin em-
bargo presenta limitaciones similares a las de su predecesor, el modelo Erdos-Rényi: las

distribuciones de grados obtenidas siguen teniendo una caida exponencial.
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Figura 2.13: Modelo de Waxman. Visualizacion. Instancia de grafo generado con un
modelo de Waxman con a = 0,22 y § = 0,30, con n = 200 vértices y 529 aristas. El
grado medio es d = 5,29.

2.3.2.2. El modelo Barabasi-Albert

El descubrimiento de Faloutsos et. al (1999) [66] de que diversas distribuciones de
grados en Internet siguen una ley de potencias fue el puntapié inicial de una serie de
modelos que intentaron no solo reproducir este fenémeno, sino también explicarlo. El
primero de ellos fue el modelo Barabési-Albert (BA) (1999) [14].

En su trabajo, Barabési y Albert descubrieron la presencia de leyes de escala en las
distribuciones de los grados de muchas redes complejas, y la ejemplificaron con la Web,
una red de cocitaciones cientificas y la red de distribucion de energia de los Estados
Unidos, entre otras. Asimismo, mostraron que los modelos de redes conocidos hasta ese

momento, como el Erdos-Rényi y el Watts-Strogatz, no lograban capturar esta naturaleza
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Figura 2.14: Modelo de Waxman. Instancia de grafo generado con un modelo de Waxman
con o = 0,15 y # = 0,0008, con n = 20000 vértices. El grado medio es d = 6 y el grado
maximo es dysx = 14. El coeficiente de agrupamiento global es practicamente nulo. La
concordancia por grados del grafo es 0,043. La distancia media es 8,59 y el diametro es
19.

libre de escala. Propusieron entonces un nuevo modelo con el objetivo de obtener leyes
de potencia en la distribuciones de grados, partiendo de dos hipotesis: el crecimiento de

la red y el mecanismo de acoplamiento preferencial (preferential attachment).

Crecimiento. La primera de las hipotesis es que las redes tienen una evolucion dinami-
ca, y que con el tiempo se incorporan nuevos vértices. De esta forma, la topologia de la
red en un instante determinado es el resultado de la incorporacién sucesiva de vértices,
uno tras otro. Los autores argumentaron que los modelos previos fallaban en este sentido

porque presuponian una cantidad inicial y fija de vértices.

Acoplamiento preferencial. Esta hipotesis sostiene que cuando un nuevo vértice
se incorpora a la red, el mismo tiene preferencia por conectarse a vértices de grado
elevado. Barabasi y Albert ejemplificaron esta hipodtesis con la Web. En la Web existen
relativamente pocos sitios muy conocidos, y cuando se crean nuevas paginas web es
habitual que las mismas incorporen hipervinculos a algunos de estos sitios populares.
Con este mecanismo los autores lograron incorporar una idea que estaba presente desde
hacia tiempo, en el trabajo de Price sobre las redes de colaboraciones cientificas [129], y

en el principio social conocido como the—richer—get—riche@.

20T iteralmente, ”los ricos se vuelven més ricos”.
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El modelo BA (Barabdsi-Albert) parte de una red formada por una cantidad mq de
vértices conectados, que llamaremos Gg, y evoluciona en forma discreta en el tiempo
incorporando un nuevo vértice en cada instante. En el instante ¢, dado el grafo G;_; =
(Vi—1, Ey—1) se incorpora un vértice v; para obtener un grafo G;. Al ser incorporado, el
nuevo vértice se conecta con una cantidad m < mq de vértices en V;_1, cada uno de los

cuales se elije con una probabilidad p(v;) proporcional a su grado:

_ th71 (])
Zkﬁt—l thfl (Uk)

p(v(j)) Jj<t—1.

A partir de esta simple regla y luego de un tiempo suficiente, la distribucion de
grados alcanza un estado estacionario libre de escala. Este comportamiento fue mostrado
empiricamente por Barabasi y Albert y luego probado formalmente por enfoques de

campo medio basados en ecuaciones cinéticas (rate equations) |15 93].
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Figura 2.15: Modelo Barabdsi-Albert. Instancia de grafo generado con un modelo Ba-
rabasi-Albert (BA) con m = 3 y n = 20000 vértices. El grado medio es d = 6 y el grado
maximo es dys, = 222. Arriba a la izquierda, una visualizacion del grafo después de ha-
ber incorporado los primeros 200 vértices. Arriba a la derecha, el histograma logaritmico
de la distribucién de grados de los vértices del grafo, ajustada a una ley de potencias
con exponente a = 3,10 por el método de maxima verosimilitud. Abajo a la derecha, un
histograma de los coeficientes de agrupamiento de los vértices, agrupados con un binning
lineal. Abajo a la izquierda, la correlacién entre los grados de vértices adyacentes. Los
puntos representan el valor medio del grado de los vecinos, k,,, en funciéon del grado. La
pendiente de la recta de regresiéon —la concordancia por grados del grafo— es —0,004. El
coeficiente de agrupamiento de la red es practicamente nulo. La distancia media es 4,71
y el didmetro es 7.
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La descripcion del modelo en [14] presenta algunas imprecisiones, como fue observado
por Bollobés et al. [30]. En particular, no se especifica la forma en que estdn conectados
los mq vértices iniciales, y al escoger las m conexiones en cada caso no se especifica
la distribucién conjunta de las m sino sélamente la distribucién marginal de cada una.
Sin embargo, las propiedades libres de escala del modelo no parecen depender de estas
elecciones.

Los grafos de red generados con el modelo BA presentan las siguientes propiedades

en el estado estacionario (n — 00):

» El grado medio d es asintético a 2m.

» El coeficiente de agrupamiento global es asintético a S’Z(_G}) In(n(G))* [28].

= La distribucion de grados converge a una ley de potencias con exponente a = 3.

» Las distancias medias son las propias de redes de mundo pequetio (es decir, son
inferiores a In(n(G)) con alta probabilidad) [49).

In(n(G))

m para m Z 2 [29]

» El didmetro es asintdtico a
» La concordancia por grados es asintética a 0.

= El grafo es conexo.

Aunque el modelo BA original tiende a generar leyes de potencias con exponente
a = 3, con una sencilla variacién es posible obtener cualquier ley de potencias con
exponente > 2 [60].

En conclusion, hemos logrado imitar las leyes de escala presentes en muchas redes
complejas pero no asi el fendmeno de mundo pequeno: si bien el modelo BA logra ge-
nerar redes de diametro pequeno, tiende a desarrollar un muy pequeno coeficiente de

agrupamiento.

2.3.2.3. El modelo FKP

En modelo de Fabrikant et al. (FKP) [65] se destaca por haber implementado el
mecanismo de Highly Optimized Tolerance (HOT) propuesto por Carlson y Doyle [30]
en 1999. Recordemos que el mecanismo HOT sugeria que las leyes de potencias en los
sistemas complejos surgen como resultado de la optimizacion de recursos. Siguiendo esta
idea, Fabrikant et al. propusieron un modelo evolutivo en el que los vértices se agregan
dindmicamente y se ubican aleatoriamente en una posicion geografica —de igual modo

que en el modelo de Waxman—. Sin embargo, las conexiones que establecen los vértices
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incorporados no se determinaran a través de una probabilidad p, sino que se estable-
cera una conexion con un unico vértice previamente existente. De hecho, al incorporar al

vértice v; se evalia la siguiente funcion costo contra cada uno de los vértices existentes:
V(v v;) = a(n(G))d(vi,v;) + o(v;), j<i—1,

en donde:

» a(n(@)) es funcién de la cantidad final de vértices, y establece el peso relativo de

cada uno de los dos términos.
= d(v;,v;) representa la distancia euclidea entre los vértices v; y v;.

» ¢(v;) es una funcién de lejania —es decir, es inversamente proporcional a alguna
medida de centralidad sobre el vértice v;—, como por ejemplo la inversa de la

intermediacion o de la cercania.

Se determina el vértice v; con 7 <7 — 1 que minimiza esta funcién, y se agrega una
conexion entre v; y vj.

La minimizacién del funcional ¥(v;, v;) establece un compromiso (trade-off ) entre dos
factores: el costo econémico de establecer el enlace —medido por la distancia euclidea— y
la utilidad del mismo, representada por la centralidad del vértice en la red. El modelo
FKP logra reproducir una ley de potencias en la distribucién de grados, pero presenta
el inconveniente de que genera un grafo cuya nicleo-profundidad es 1 (su méximo k-
ntcleo no vacio es el 1-nticleo), con estructura de arbol, y su coeficiente de agrupamiento
global es cero. Una extensién del método, propuesta por Alvarez-Hamelin y Schabanel,
soluciona esta ultima limitacién [9].

Las propiedades de los grafos generados con el modelo FKP son:

» Para 4 < a(n(G)) < y/n(G) la distribucién de grados es asintética a una ley
de potencias con exponente mayor a 1 cuando n — oo (los autores lo prueban

tomando como medida de centralidad de los vértices su distancia a un vértice fijo).
» El coeficiente de agrupamiento global es siempre 0.

» El grado medio de los vértices es asintético a 2.

2.3.3. Generalizaciones del modelo Erdos-Rényi

El modelo Erdos-Rényi original genera grafos de red con distribuciones de grados

poissonianas en que los grados de los vértices suelen tener muy poca dispersion. Se suele
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Figura 2.16: Modelo FKP. Instancia de grafo generado con un modelo FKP con o = 25
y n = 20000 vértices. Se utilizé la cercania como medida de centralidad. El grado medio
es d = 2, el grado méaximo es dpsx = 229 y el coeficiente de agrupamiento global es nulo.
La distancia media es 6,70 y el diametro del grafo es 12. A la izquierda se muestra una
representaciéon del grafo en donde la posicion de los vértices en el plano se corresponde
con su distribucién geografica, luego de haber conectado los primeros 200 vértices. A la
derecha se muestra un histograma logaritmico de la distribucion de grados, ajustada a
una ley de potencias para k > 2, con exponente o = 1,67, por el método de maxima
verosimilitud.

decir en estos casos que el grafo es homogéneo. Frente al interés de adaptar el modelo
de grafo ER para obtener grafos heterogéneos se han propuesto muchas variaciones que
intentan generalizar la idea del modelo a otras distribuciones de grados, en particular a las
distribuciones libres de escala. De entre estos modelos, desarrollaremos a continuacion el
modelo de configuracién (configuration model) y el modelo de grafo aleatorio con grados
esperados especificos.

En el modelo de configuracion [21] se garantiza una secuencia de grados especifica. A
partir del grado especificado para cada vértice, d(v;), se arma un conjunto de stubs —que
pueden pensarse como los extremos de los vértices— de manera que haya d(v;) stubs para
cada vértice v;. De este conjunto de 2e(G) stubs se escoge un par al azar y se conecta a los
dos vértices correspondiente@. El proceso se repite, sin reposicion de los stubs extraidos,

hasta que no quede ninguno. Necesariamente, al final del proceso, cada vértice tendra el

21Cada stub se elije con distribucién uniforme de entre los que quedan. El configuration model puede
generar grafos con bucles e incluso varias aristas entre un mismo par de vértices.
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grado especificado. El modelo presenta la propiedad de muestrear en forma equiprobable
el espacio de todos los grafos no isomorfos con la distribucion de grados fijada.
En el modelo de grafo aleatorio con grados esperados especificos [43], en cambio, cada

Lo e D;D;
par de vértices v; y v; se conecta con una probabilidad p;; = Z D de manera que el

grado esperado del vértice i es E[d(v;)] = D;.
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Figura 2.17: Modelo de configuracion y modelo de grafo aleatorio con grados esperados
especificos. En el modelo de configuracion (1zq.) se conecta a cada vértice una cantidad
de stubs igual al grado que se le asigné. Se escoge a los stubs de a pares en forma
aleatoria y se los conecta hasta haber utilizado todos. En el modelo de grafo aleatorio
con grados esperados especificos (Der.) la probabilidad de conexién de dos vértices v; y

DD, e
vj €8 Pij = = p., €n donde D; es el grado esperado del vértice 7.

En ambos modelos al introducir distribuciones de grados libres de escala se reproduce

en parte el fenémeno de mundo pequeno: la distancia promedio esperada, para valores de

2log(log(n(Q)))
log(a—2)—1

que el didmetro es del orden de n(G). Sin embargo, ninguno de los dos logra obtener un

a comprendidos entre 2 y 3, tiende asintéticamente a para n — 0o, mientras

coeficiente de agrupamiento apreciable [134], 43].

2.3.4. Modelos de Redes Sociales

Desarrollaremos a continuacion las caracteristicas del modelo Watts-Strogatz, que
logré reproducir el fenémeno de mundo pequeno, y algunos de los modelos utilizados

para generar una estructura comunitaria: el modelo planted [-partition y el Lancichinetti-
Fortunato-Radicchi (LFR).

2.3.4.1. El modelo Watts-Strogatz

Muchas redes complejas, en particular las redes sociales, presentan el fenémeno de
mundo pequeno, que se caracteriza por una distancia promedio pequena entre dos nodos

cualesquiera y un elevado coeficiente de agrupamiento.
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Watts y Strogatz se plantearon entonces el problema de reproducir esta situacién en
un modelo de red con grado medio fijo [154]. En el modelo Erdés-Rényi hemos visto que
esto no es posible, dado que manteniendo el producto np constante, con n suficientemente
grande se obtiene una red disconexa y con coeficiente de agrupamiento tendiendo a cero.
Los autores compararon esta situacion con el caso de determinados reticulados, en los
que el coeficiente de agrupamiento es elevado pero la distancia entre dos nodos puede ser
muy grande. Buscando un punto intermedio, propusieron un modelo que parte de una
estructura de tipo anillo en la que los nodos se conectan con sus 2-k vecinos més cercanos
en el anillo ~de manera de obtener un alto coeficiente de agrupamiento— y luego realiza
un proceso de recableado en que, con cierta probabilidad p, las aristas uv se eliminan y
se establece una arista uww con algiin nodo w al azar. El procedimiento de recableado
no modifica la cantidad de aristas del grafo, por lo cual se conserva el grado medio.
El incremento de la probabilidad p disminuye la distancia promedio pero también el
coeficiente de agrupamiento global. Sin embargo, para una amplia variedad de valores de
p (en el rango n~! < p < 1) el modelo logra obtener grafos con baja distancia promedio
y coeficiente de agrupamiento elevado.

Los grafos aleatorios obtenidos con el modelo Watts-Strogatz presentan las siguientes

propiedades [17]:

El tamano del grafo es kn.

Para n — oo y p — 1, la distribuciéon de grados de los vértices converge a una

distribuciéon de Poisson de media k.

En la regién n=! < p < 1 el coeficiente de agrupamiento esperado de un vértice

3(k—1)
2(2k—1)

€S

En la regién n~! < p < 1 la distancia esperada entre vértices es Inn/Ink.

Si bien la distribuciéon de los grados en el modelo Watts-Strogatz sigue siendo una dis-
tribucion de Poisson, el gran mérito de este modelo es haber sido el primero en construir

redes de mundo pequeno.
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Figura 2.19: Modelo Watts-Strogatz. Instancia de grafo generado con un modelo Watts-
Strogatz con p = 0,1, k = 3 y n = 20000 vértices. El grado medio es d = 6 y el
grado maximo es dys = 12. (Izq.), Distribucién de grados de los vértices del grafo.
(Cen.) Frecuencias relativas de los coeficientes de agrupamiento de los vértices, agrupados
con un binning lineal. (Der.) Correlacién entre los grados de vértices adyacentes. Los
puntos representan el valor medio del grado de los vecinos, k,,, en funciéon del grado.
La pendiente de la recta de regresiéon —la concordancia por grados del grafo— es 0,004.
El coeficiente de agrupamiento global de la red es 0,302. La distancia media es 7,58 y el
didmetro es 12.

Figura 2.18: Modelo Watts-Strogatz. Visualizacion. Instancia de grafo generado con un
modelo Watts-Strogatz con p = 0,2, k = 3 y n = 30 nodos. El grafo tiene 90 aristas y
grado medio d = 6.
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2.3.4.2. El modelo planted [-partition

El modelo planted [-partition fue propuesto por Condon y Karp en 2001 [51] en el
contexto de la mineria de datos, para ser utilizado como banco de prueba en la tarea de
clustering.

Este modelo construye un grafo GG,, con n vértices agrupados en [ comunidades, todas
de igual tamano, que forman una particién del conjunto de vértices. A partir de este
agrupamiento inicial, se considera cada par de vértices (u,v) y se los conecta con una
probabilidad p; si pertenecen a la misma comunidad, y con una probabilidad p, < p; si
pertenecen a comunidades distintas. De esta forma, los vértices quedan mas densamente
conectados dentro de sus comunidades que hacia afuera.

Los grafos obtenidos bajo este modelo tienen distribuciones de grados homogéneas,

n(l—1)
T

con un grado esperado de E[d] = p; (% — 1) + Do y muy poca dispersién.
El banco de prueba de Girvan-Newman (GN) [76], con n = 128 y [ = 4, es un caso
particular del modelo planted [-partition, en donde las probabilidades p; y p, se eligen de

manera que el grado esperado de los nodos sea E[d(v)] = 16, lo que conduce a la relacién

31p; +96p, = 16, p, < p; .

2.3.4.3. El modelo LFR

Este modelo propuesto por Lancichinetti, Fortunato y Radicchi en 2008 [97] genera
grafos con distribuciones heterogéneas tanto en los grados de los vértices como en los

tamaifios de las comunidades. Se ajusta a través de los siguientes parametrog?%}

» n, el tamano del grafo, n(G).

v, el exponente de la ley de potencias para la distribucion de grados de los vértices.

d, el grado medio de la ley de potencias.

dmax, €l grado maximo de los vértices.

B, el exponente de la ley de potencias para la distribucién de tamanos de las
comunidaded??]

Smin, €l tamano minimo de las comunidades.

22 Adicionalmente a los parametros que mencionamos, existen dos pardmetros que permiten definir un
solapamiento (overlapping) entre las comunidades, que no desarrollaremos aqui.
23Los autores definen el tamafo de una comunidad como la suma de los grados de sus vértices.
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Figura 2.20: Modelo planted l-partition. Instancia de grafo generado con el modelo planted
l-partition, con 120 vértices organizados en 6 comunidades. Las probabilidades de cone-
xion dentro y fuera de las comunidades son 0,4 y 0,02 respectivamente. La visualizacion
se realizé con el software LaNet-vi empleando la descomposicion en k-densos del grafo.
La escala de la derecha representa el indice de denso de los vértices. Los vértices que
pertenecen a la misma comunidad tienen niimeros contiguos, de manera que un vértice
v; pertenece a la comunidad [

" Snéx, €l tamano maximo de las comunidades.

= 1, el denominado pardmetro de mezclado (mizing parameter), que especifica la pro-
porcion deseada de conexiones que los vértices tienen hacia afuera de su comunidad,

respecto a su grado.
» (' el coeficiente de agrupamiento global deseado.
La construccion del grafo se realiza siguiendo los siguientes pasos:

1. Se asigna a cada vértice un grado tomado de una ley de potencias truncada (d <

dméx) con exponente 7 y esperanza d.

2. Se realizan las conexiones de la misma forma que en el modelo de configuracion.
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. Se definen los tamanos de las comunidades a partir de una ley de potencias truncada

(s < Smax) con exponente 3 y tamano minimo Sy, .

. Se asigna a cada vértice una comunidad al azar, bajo la restriccién de que luego de

su inclusién la comunidad no exceda el tamano que se le habia asignado. A través de
iteraciones sucesivas se refina el procedimiento hasta que todos los vértices tengan

una comunidad.

. Se realiza un proceso de recableado (rewiring) para ajustar el u de cada vértice lo

maximo posible al p especificado.

. Finalmente se realiza un segundo recableado para ajustar el coeficiente de agrupa-

miento promedio al valor deseado.



2.3. MODELOS DE REDES COMPLEJAS 71

o
o <
o [Tel
«
=}
0 N | &1
1 o
=}
[
o)
o -"8‘

L

Frecuencia Relativa
0.1

Frecuencia Relativa

0.1

L

10

0.05

C>_1 59 14 20 26 32 38 44 50 c>_0.05 025 045 0.65 0.85 0 10 20 30 40 50

Grado Coef. de agrupamiento k
Figura 2.21: Modelo LFR. Instancia de grafo generado con el modelo Lancichinetti-
Fortunato-Radicchi (LFR) con los siguientes pardmetros: n = 256, d = 10, dysy = 50,7 =
2,0,8=1,0,u=0,2, s = 10, spmsx = 50, C = 0,4. La instancia generada tiene un grado
medio de 10,84, un p promedio de 0,199 y un coeficiente de agrupamiento promedio de
0,41. La visualizacion se realizo con el software Gephi. El color de los vértices indica su
comunidad de pertenencia y su tamano es proporcional al grado. Abajo se muestran la
distribucién de grados, un histograma del coeficiente de agrupamiento de los vértices, y
el k,, en funcién del grado.
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Capitulo 3

Descubrimiento de Comunidades en

Redes Sociales

La estructura comunitaria surge de la organizacién de los elementos que conforman
una red en grupos de pertenencia, a los que llamamos comunidades. Esta organizacion

es caracteristica de varios tipos de redes complejas, en particular de las siguientes:

» Redes sociales. El descubrimiento de comunidades permite estudiar las asociaciones
entre personas de distinta indole o con distintos fines: relaciones de amistad, de
trabajo, de familia o de afinidad, por ejemplo. Con el surgimiento de las redes
virtuales a través de Internet se han reducido las barreras geograficas y entonces
se ha facilitado la formacién de comunidades virtuales, en las que las personas se
asocian muchas veces por su afinidad cultural, politica o ideolégica. El hecho de que
estas comunidades se sustenten en la tecnologia de las redes de informacion tiene
algunas consecuencias importantes. Por una parte, ofrece un gran volumen de datos
para el estudio cientifico, requiriendo de métodos eficientes de procesamiento. Por
otro lado tiene un gran potencial econémico: la informacién sobre la vida virtual
de una persona o grupo tiene valor comercial, permite a las empresas descubrir
potenciales clientes y ofrecer sus servicios de forma eficiente. Por iltimo, plantea
un serio debate sobre la seguridad de la informacion y la privacidad en el mundo

virtual.

» Redes de colaboraciones cientificas Los cientificos trabajan en comunidades de
acuerdo con sus areas de investigacion. En algunas dreas cada investigador colabora
con muchos otros, resultando en grandes comunidades. En otras areas, en cambio,

los grupos de trabajo son més cerrados y las comunidades més pequenas [111].

= La Web. Los sitios en la Web se organizan en comunidades alrededor de determi-

nados temas. Estas comunidades surgen espontaneamente a partir de los enlaces

73
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entre los sitios [68].

s Redes metabdlicas. Este tipo de redes bioldgicas representan la evolucion de los
compuestos (en este contexto, metabolitos) en los ciclos o procesos quimicos. En
cada proceso ocurren una serie de reacciones en que ciertos metabolitos reaccionan
para producir otros. La red formada por todos estos procesos posee comunida-
des que representan la organizacién de los metabolitos en maddulos. Cada moédulo

estd correlacionado con uno o mas ciclos o procesos [86].

s Redes de interacciones entre proteinas. Las proteinas en los organismos vivos se
asocian dentro de las células para participar de procesos vitales que tienen una
funcion especifica en el organismo. El descubrimiento de comunidades en entonces
una potencial herramienta para inferir la funcionalidad de estas sustancias a partir

de la estructura que emerge de las interacciones [41].

= Redes troficas. En los ecosistemas, el descubrimiento de comunidades permite estu-
diar las relaciones troficas entre las especies. La nocién de comunidad esta asociada

en este caso al concepto de compartimento ecoldgico [94].

En términos generales, el potencial del descubrimiento de comunidades esta vincu-
lado con la capacidad de inferir relaciones entre los elementos de la red, de predecir
su comportamiento o decisiones futuras y de entender de qué manera las comunidades
surgen y evolucionan.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera: en la primera seccion discutimos
el concepto de comunidad y sus diversas interpretaciones; en hacemos un recorrido
histérico por los métodos de descubrimiento de comunidades que consideramos mas rele-
vantes; luego discutimos la necesidad de definir métricas de comparacion adecuadas. En
las secciones |3.4] y |3.9| presentamos nuestro aporte al descubrimiento de comunidades en

redes complejas, plasmado en los articulos [33], 20].

3.1. Introduccién a la nociéon de comunidad

Reconocemos como antecedente del estudio de comunidades en redes complejas al
problema de mineria de datos conocido con el nombre de agrupamiento de datos (data
clustering). En el problema de agrupamiento de datos se debe agrupar a los elementos
de un conjunto de datos en una determinada cantidad de clusters en funcién de sus
propiedades —generalmente modeladas como coordenadas en un espacio n-dimensional—.
Tipicamente en este problema esta definido el concepto de distancia entre los elementos

del conjunto, y la asignacién de elementos a los clusters busca de alguna manera que
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estos sean compactos, es decir, que la distancia entre elementos de un mismo cluster sea
pequena.
En el problema de descubrimiento de comunidades, en cambio, existen dos diferencias

importantes:

1. La existencia de comunidades puede ser incierta, de manera que se espera que el
método de descubrimiento indique si existen comunidades, ademas de cuantas y

cuéles son.

2. La pertenencia de los vértices de la red a las comunidades esta determinada prin-
cipalmente por las conexiones que existen en la red. No es necesaria, en principio,

una nocion de distancia.

Sin embargo algunos métodos de descubrimiento de comunidades se basan en una
definicién de distancia y aplican métodos tradicionales de agrupamiento de datos, en
particular los denominados de agrupamiento jerdrquico (hierarchical clustering).

Otro antecedente importante del concepto de comunidad lo constituyen los estudios
sobre cohesion en grupos sociales. La cohesion (fortaleza de los vinculos) de un grupo
puede determinar uniformidad de opinién o influencia entre las personas que pertenecen
a él. Desde la década del '40 en adelante los sociélogos han definido conceptos como los
cliques [106], los n-cliques [1], los k-plexos (k-plexes) [143], los n-clanes (n-clans) [109],
los n-clubes (n-clubs) [109] y los conjuntos LS (LS sets) [08] en el marco del estudio de
la cohesién social (véase la Figura [3.1).

En el campo de las redes complejas la nociéon de comunidad comenzé a tomar forma
con los trabajos de Flake et al. (2000) [68] y Newman y Girvan (2001) [111]:

» Flake et al. [68] propusieron el concepto de comunidad web como un conjunto
de vértices C' C V(G) tal que cada uno de ellos tiene mas vecinos dentro del
conjunto que fuera de él. Esto se expresa, segin la notacién que introducimos en
el Cuadro [3.2] como:

Yo € C:d&(v) > dit(v) .

» Newman analizé en [I11] el concepto de comunidad en el contexto de una red de
colaboraciones cientificas. Alli observé que la existencia de comunidades estaba
vinculada con un alto coeficiente de agrupamiento: dos cientificos que habian co-
laborado cada uno con un tercero tenian altas probabilidades de haber trabajado

en forma conjunta entre ellos.

A partir de entonces el interés por estudiar la estructura comunitaria de las redes

complejas ha ido en aumento.
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Estructura

Definicién

Ejemplo

clique de orden k

n-clique

k-plexo

n-clan

n-club

conjunto LS

subgrafo completo maximal de k vértices.

conjunto maximal de vértices a distancia me-
nor o igual a n tomados de a pares. Ejemplo:
2-clique.

subgrafo maximal de n vértices en que cada
vértice se conecta con al menos n— k vértices
del subgrafo. Ejemplo: 3-plexo.

n-clique cuyo subgrafo inducido tiene didme-
tro menor o igual a n. Ejemplo: 2-clan.

subgrafo maximal de didmetro menor o igual
an. Ejemplo: 2-club.

conjunto de vértices en que cada vértice tiene
mas conexiones con otros vértices del conjun-
to que hacia fuera.

o}

o \

Cuadro 3.1: Estructuras cohesivas utilizadas para estudiar grupos sociales.
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3.2. Meétodos de descubrimiento de comunidades

A continuacién explicaremos como han evolucionado los métodos de descubrimiento
de comunidades desde sus comienzos, y mencionaremos algunos de los mas conocidos.
Veremos que en algunos de ellos las comunidades surgen de un planteo sobre todo el
grafo; a estos métodos se los denomina globales. En los métodos locales, en cambio,
las comunidades surgen localmente y no se ven afectadas por lo que sucede en partes
lejanas del grafo. Veremos que en el estudio de las comunidades hubo una evoluciéon de los
métodos globales a los locales, y hoy en dia se prefieren estos ltimos. Para una desarrollo
més extenso del estado del arte sugerimos el exhaustivo survey de Fortunato [70].

Ya hemos mencionado el trabajo seminal de Newman sobre la red de colaboracio-
nes cientificas. Un ano después de aquel, Newman desarroll6 un método de agrupa-
miento jerarquico divisivo para el descubrimiento de comunidades basado en la arista-
intermediacidn (2002) [76] (véase nuestra Subseccién [2.1.3.1)). El método se basa en la
idea de que las aristas que conectan vértices internos a una misma comunidad deberian
tener una arista-intermediacién menor que las que conectan vértices en comunidades dis-
tintas, porque estas ultimas tienen mas posibilidades de formar parte de caminos minimos
entre dichos vértices. El algoritmo propuesto calcula la arista-intermediacién de todas
las aristas y las elimina una a una comenzando por las que tienen mayor valor. A medida
que el grafo se desconecta se construye un dendrograma en el que las ramas representan
las componentes conexas. El algoritmo actualiza la arista-intermediacién de todas las
aristas después de cada eliminacion. Esto hace que sea costoso computacionalmente.

Radicchi et al. (2004) [130] propusieron una modificacién del algoritmo de Newman en
que en lugar de calcular la arista-intermediacion se calcula el coeficiente de agrupamiento
para aristas (edge-clustering coefficient), introducido en el mismo trabajo. A su vez,
observaron la necesidad de contar con una definicion de comunidad no operacional —es
decir, que no esté basada en el resultado de determinado algoritmo o método—. Esto
permitiria evaluar los métodos de descubrimiento, compararlos e incluso decidir si la
estructura comunitaria que obtienen es significativa o no. Radicchi et al. ofrecen dos

definiciones de comunidad:

1. Comunidad en sentido fuerte. Un conjunto C' C V(@) es una comunidad en sentido

fuerte si:
Yo € C:d%(v) > d&t(v) .

2. Comunidad en sentido débil. Un conjunto C' C V(G) es una comunidad en sentido
débil si:
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Simbolo Significado
C=(C1,Cy,...,C) particién en comunidades de una red
o(v) subindice de la comunidad de pertenencia de v
C(v) comunidad de pertenencia de v
d (v) grado interno de v respecto a C
d%*(v) grado externo de v respecto a C'

docu(tv)(v) .
p(v) = o) pardmetro de mezclado de v

v

Cuadro 3.2: Resumen de la notacion relativa a estructuras comunitarias (Parte 1). Las
cantidades d%(v) y d%*(v) representan, respectivamente, la cantidad de vecinos de v
dentro y fuera de C'. La notacion se aplicara para vértices v tanto dentro como fuera de
la comunidad C.

La nocién de comunidad en sentido fuerte se corresponde con la de comunidad web
en Flake et al. [68] y con la de conjunto LS [98]. El método de Radicchi et al. construye
un dendrograma a partir del coeficiente de agrupamiento para aristas de manera analoga
a Newman, y utiliza los criterios de comunidad fuerte o débil como criterio de parada.

En el mismo ano Newman propuso otra variante en que el peso de cada arista se cal-
cula efectuando un camino aleatorio y contabilizando las veces que la misma es utilizada
en cada sentido [120]. Luego se aplica el mismo algoritmo de agrupamiento jerarquico
eliminando primero las aristas de menor peso. La discusion sobre qué nivel del dendrogra-
ma representa mejor la estructura comunitaria llevé a Newman a proponer un funcional
global conocido como modularidad que se convirtié por varios anos en el estandar para
medir la bondad de las estructuras comunitarias y evaluar el desempeno de los algoritmos

propuestos.

La modularidad. Dada una particion del conjunto de vértices de un grafo en un con-
junto de comunidades C = (C4, Cs, ..., C¢)), la modularidad Q¢(C) se define como [120]E|.

Qc(C) = Ti(e) — [le”]

!Obsérvese la semejanza de esta expresién con la de concordancia por categorias (pag. . Conside-
rando a las comunidades como categorias, la definicién de modularidad coincide con la de concordancia,
salvo un factor divisivo.
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en donde e es una matriz cuyas componentes e;; representan la probabilidad de que una
arista (u,v) vaya de un vértice en la comunidad C; a un vértice en la comunidad Cj.

Dichas probabilidades se pueden calcular como

|(Cza Cj)l Z(U,U)ECiXC]' l{u — U}

VT Te(G) 2¢(G)

De aqui se deriva [45]

R D I R i LG Rt} SRR

(’Ui,vj)GV(G) XV(G)

en donde 1{o(v;) = o(v;)} vale 1 cuando v; y v; pertenecen a la misma comunidad, y 0
en caso contrario.

El primer término de la modularidad, determinado por Tr(e), coincide con la pro-
porcién de aristas internas a las comunidades —es decir, que conectan vértices de una
misma comunidad— respecto del total de aristas. El segundo término evalia la propor-
cién esperada de aristas internas en un grafo aleatorio con los mismos vértices, grados
esperados y comunidadesﬂ Podemos decir entonces que la modularidad mide la bondad
de una estructura comunitaria comparando su densidad de aristas internas con la que

tendria si las conexiones se realizaran aleatoriamente.

A partir del supuesto de que una estructura comunitaria es mejor que otra si su
modularidad es mayor, Newman sugirié que la mejor particiéon en comunidades de un
grafo seria aquella que maximice el valor de (). El problema de maximizacion de la mo-
dularidad es un problema de optimizacion Combinatoriaﬂ computacionalmente costoso;
de hecho Brandes et al. demostraron que es NP-completo [3I]. Sin embargo, puede ser
abordado por diversos métodos heuristicos.

La modularidad pasé entonces de ser meramente un evaluador de estructura comuni-
taria a ser un funcional global a optimizar. Entre los numerosos métodos de maximizacion
de la modularidad, destacamos: el algoritmo goloso de Clauset-Newman-Moore (CNM,
2004) [45], el de Guimera et al. basado en simulated annealing (2004) [85], el de extremal
optimization de Duch y Arenas (2005) [63], el de Danon et al. (2006) [53], el de biseccién
por descomposicién espectral de Newman [117], el de Wakita y Tsurumi (2007) [152], el
de Blondel et al. (2008) [24] y el algoritmo multinivel de Noack y Rotta (2009) [121].
También se han desarrollado extensiones de la modularidad para grafos dirigidos [99] y

pesados [10].

2Construido de acuerdo al modelo de grafo aleatorio con grados esperados especificos (ver pag. .
3Recae dentro de la categorfa de problemas de asignacion cuadrdtica (quadratic assignment).
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Las limitaciones encontradas en la modularidad y que desarrollamos en la Seccion 3.4
—en particular, el limite de escala— senalaron la necesidad de desarrollar métodos locales
de busqueda de comunidades. Uno de los primeros fue el denominado Cligue Percolation
Method (CPM) propuesto por Palla et al. (2005) [123]. Este método construye las co-
munidades a través de un proceso de percolacion de cliques de orden k, y no encuentra
particiones sino cubrimientos, en los que las comunidades pueden solaparse.

Raghavan et al. (2007) [131] propusieron un algoritmo local que encuentra una par-
ticién en comunidades utilizando un algoritmo de propagacion de etiquetas. Se comienza
asignando a cada vértice una etiqueta distinta, y luego, a través de un proceso iterativo,
los vértices reemplazan su etiqueta por aquella que tiene mayoria de entre sus vecinosﬂ El
criterio de terminacion consiste en que todos los vértices tengan al menos tantas aristas
hacia sus comunidades como hacia cada una de las deméﬂ. Si bien el algoritmo podria
ser inestable, y de hecho los autores no prueban la convergencia, en las redes comple-
jas analizadas converge en pocas iteraciones. En este método se encuentra implicita la
idea de que las comunidades juegan un rol importante en los procesos de difusion, idea
que también estd presente en los métodos de percolacién y espectrales. Tibély y Kertész
mostraron que el proceso de Raghavan et al. es equivalente a encontrar un minimo local
del hamiltoniano de un modelo de Potts [149].

En 2009 Lancichinetti et al. propusieron un método local basado en el concepto de
comunidad natural [96]. La comunidad natural de un vértice se define constructivamente,
partiendo del vértice e incorporando (y a veces eliminando) vértices con el objetivo de

incrementar la funcién objetivo (fitness function) de la comunidad, definida como: [96]

a"(C)
(@) + O

fu(C) = (3.2)
en donde d™(C) y d°**(C') representan la suma de los grados internos y externos de los
vértices de C' (véase esta notacién en el Cuadro [3.3).

Una de las caracteristicas del método de Lancichinetti et al. es que encuentra cu-
brimientos del grafo, dado que los vértices pueden pertenecer a mas de una comunidad
natural. Por otra parte, la funcion objetivo ofrece una medida cuantitativa de la signifi-
catividad de una comunidad.

Varios investigadores han analizado las distribuciones de tamanos de las comunidades
y han encontrado distribuciones de cola larga. El fenémeno ya habia sido observado en

2002 por Guimera et al en la red de intercambio de correo electrénico [87], por Gleiser y

4En caso de empate, se elige un vecino al azar de entre los que realizan el méaximo, y se asigna la
etiqueta de ese vecino.

SEste criterio es similar a la definicién de comunidad en sentido fuerte de Radicchi, aunque con un
signo > en lugar de >.
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Danon en 2003 en la red de bandas de jazz [78] y por Newman en la red de colaboraciones
cientificas [I13] en 2003. En todos estos casos los resultados se obtuvieron aplicando
métodos basados en la maximizacién de la modularidad, y mostraron leyes de potencias
en un rango de aproximadamente 3 décadas de la escala logaritmica, con exponentes de
entre 1,5 y 2. El tamano limitado de aquellas redes no permitia observar los efectos del
limite de escala de la modularidad, que se hacen evidentes en redes de mayor tamano. Los
métodos locales de Lancichinetti et al. [90] y Palla et al. [123], en cambio, mostraron el
mismo fenémeno en un rango mayor de valores. En conclusién, la existencia de un limite
de resolucion para la modularidad pone en duda su capacidad de encontrar estructuras
comunitarias con distribuciones libres de escala en redes heterogéneas. En la Seccién [3.5.7]
mostraremos a partir del banco de prueba de Lancichinetti-Fortunato-Radicchi [97] los
efectos del limite de escala de la modularidad sobre la distribucion de grados de las
comunidades.

Por 1ltimo, dentro de los métodos globales mencionamos InfoMAP, basado en una
novedosa idea propuesta por Rosvall y Bergstrom (2008) [139]. En este trabajo los autores
sugirieron que la mejor estructura comunitaria es aquella que minimiza la longitud de la
descripcion (description length), que es la cantidad de informacién de una codificacién
conjunta de la estructura comunitaria y del grafo. Dicho de otra forma, en una estructura
comunitaria 6ptima, a partir de la asignacion de comunidades a los vértices deberia poder
recuperarse el grafo completo con poca informacién adicional, al mismo tiempo que la
cantidad de informacion de la asignaciéon de comunidades no deberia ser excesiva. Los
autores han minimizado este funcional global utilizando métodos variados como simulated

annealing [139] y caminos aleatorios [140)].

La longitud de la descripcién. Para calcular la longitud de la descripcién de una
particién C se debe partir de: (i) una codificacién del grafo en que a cada comunidad
de la particién se le asigna un cédigo, y (i) un conjunto de codificaciones internas a
las comunidades, que asignan un cédigo a cada vértice de la comunidad. La longitud
de la descripcion representa entonces la longitud media de la descripcién de un camino
aleatorio infinito sobre el grafo a partir de este conjunto de codificaciones, que se calcula
en el estado estacionario del proceso de Markov asociado al grafo. La minima longitud
de descripcion, L(C), es la longitud media minima de entre todas las codificaciones,
que corresponde al limite de Shannon. El desarrollo de su férmula, conocida como map

equation, se puede encontrar en [138]. Aqui nos limitamos a transcribirla en términos de
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nuestras medidas my y cg, para grafos no dirigidos:

= (Z cE(C)> log <Z CE(C)> — QZCE ) log(cp(C))—

cec cec cec
— Z my (v) log(my (v)) + Z ce(C) +my(C))log(ce(C) + my(C))
veV(G) cec
Cantidad Notacion Definicién Equivalencias
Tamano s(Cy) |C]
Grado d(C;) > vec; d(v) Ci, V(G|
. d(Ci)
Medida del grado my (Cy) 2¢(C)
Grado interno d™(C;) > vec, A& (v) 1(Cs, Cy)|
. . dm(Cy) (s, Ci)
Medida del grado interno mg(C;) 2e(G) 2(G)
Grado externo do(Cy) > vec, A8 (V) [(Ci, V(G)\C))|
. d*"(Cy) |(C, VGG
Medida del grado externo ce(C)) 2(G) 2(G)
. (Cs, C))
Medida del corte mp(C; x C;) 2¢(C)
C;) — C; -d
Parametro de mezclado w(Cy) my m)V(CT)E( ) 2 vec %

Cuadro 3.3: Resumen de la notacion relativa a estructuras comunitarias (Parte 2).

3.3. Meétricas de comparacion

Dado que el concepto de comunidad no tiene una definicién univoca sino que mas
bien depende de cada contexto, es necesario establecer criterios para medir la bondad
de los métodos de descubrimiento de comunidades. En principio, en la evaluacion del

desempeno de los diversos métodos se abren dos grandes caminos:

» Cuantificar la bondad de una estructura comunitaria a partir de un funcional glo-
bal. Ejemplos de ello son la modularidad [45] y la minima longitud de descrip-

cién [139]. En estos casos, podriamos decir que es el mismo funcional el que de
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alguna manera impone una definicion de estructura comunitaria, como “aquella

que maximiza lo que el funcional evalia”.

= En redes con comunidades conocidas a priori, se puede comparar a las dos estruc-
turas comunitarias —la estructura a priori y aquella encontrada— a través de alguna

métrica de comparacién. Aqui es posible:

e Utilizar redes reales. Son pocas las redes reales en que se conoce la estructura
comunitaria; algunos ejemplos de ellas son: la red de karate, la red de delfines
y la red de football.

e Utilizar como bancos de prueba grafos aleatorios con estructura comunitaria.
Destacamos el banco de prueba de Girvan-Newman, que es un caso particular
del modelo planted I-partition (ver pag. , y el banco de prueba de Fortunato-
Lancichinetti-Radicchi (ver pag. [68).

En esta seccién discutiremos las siguientes métricas de comparacién utilizadas en el
problema de deteccién de comunidades: la informacion mutua, el indice de Jaccard y la

fraccion de vértices correctamente clasiﬁcadoaﬂ

Informacién mutua (mutual information) La informaciéon mutua se utiliza en
la Teoria de la Informacion para cuantificar la cantidad de informacion que tienen en
comun un conjunto de dos o mas variables aleatorias. Para utilizarla como medida de
comparacion entre dos estructuras comunitarias, definiremos dos variables aleatorias,
X, y X, asociadas a dos particiones C; = (Ch1, Cha, ..., C1p) y Co = (Coy,Cas, ..., Copy)
de un grafo G [54]. Consideremos un proceso aleatorio en el que se toma un vértice al
azar de V(@) con distribucién uniforme, y se observa el subindice de su comunidad en la
particién Cy, o¢, (v). Definimos entonces la variable X; como el subindice de la comunidad
a la que pertenece el vértice, que podra tomar valores entre 1 y n. La distribucién de

probabilidad de X; serd entonces:

_ |Gl
n(G) ’

PX; =i =p

6El término métrica no se utiliza aqui en su estricta definicién matematica. La definicién formal de
una métrica requiere del cumplimiento de condiciones como la positividad, la simetria y la desigualdad
triangular. En este sentido: (i) la informacién mutua es una métrica si se la normaliza de cierta forma,
pero no de la forma en que lo hacemos aqui; (ii) el indice de Jaccard, JI(z,y), genera una métrica si se
considera 1 — J(z,y). J(z,y), en cambio, serfa una medida de similaridad; (iii) la fraccién de vértices
correctamente clasificados no es una métrica, por no cumplir con la condicién de simetria.
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coni=1,2,....,n. La entropia de la particién C; se define como:

H(Cy) = _sz‘ -log (pi) -

Definimos la variable aleatoria X5 a partir de la particién Cy en forma analoga, y definimos

la siguiente distribucién conjunta de Xy, Xo:

PIX;) =i, Xs = j] = pyj @)

coni=1,2,....,n, 7 =1,2,...,m. Definimos ahora la entropia conjunta de C; y Cs:
H(C1,Co) == > > pij-log (pi)
i=1 j=1

y la informacion mutua como:
MI(Cl,CQ) = H(Cl) + H(Cg) - H(Cl, CQ) .

La informacion mutua normalizada entre Cy y Cy se define de la siguiente manera: [54]

L 2MI(G,G)
NMIC.@) = ey v Hie)

Dim1 21 Pij - log (1%)

D> i1 pi - log (pi) + 370, pj - log (p;)

— 2.

(3.3)

La informaciéon mutua normalizada se encuentra entre 0 y 1, y da una idea de la
similaridad entre dos particiones en términos de la informacién sobre una de ellas que

subyace en la otra. Solo toma el valor 1 cuando las dos particiones son coincidentesﬂ

Indice de Jaccard (Jaccard index) El indice de Jaccard calcula la relacién entre los
pares de vértices que estan asignados a una misma comunidad en ambas particiones C; y
Cy, respecto a la cantidad de pares de vértices (v, w) que, en alguna o ambas particiones,

estan asignados a una misma comunidad. Definimos:
» ay;: Cantidad de pares (v, w) asignados a la misma comunidad en C; y en C,.
= ag: Cantidad de pares (v, w) asignados a la misma comunidad sélo en Cs.

» ajp: Cantidad de pares (v, w) asignados a la misma comunidad sélo en C;.

"Para un desarrollo més completo de las propiedades de la entropfa y la informacién mutua en el
contexto de la Teoria de la Informacién sugerimos consultar el libro de Cover y Thomas [52].
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= ago: Cantidad de pares (v, w) asignados a distintas comunidades en C; y en Cs.

El indice se define como:

a1
a1 + ap1 + aqo

JI(Cy,Co) =

Observando que a11, ag1y a1g se pueden calcular de la siguiente manera:

B Z Z ]C’llﬂC’QJMC'hﬂCQ]]—i—l)

a1 = 9 )
Cuecl CQjECQ
|G| ([C| + 1)
aip = Z 9 —da ,
C1:€C
|Col(1C| + 1)
ap1 = Z B — a1 ,
CQjGCQ

obtenemos la siguiente férmula para el cdlculo del indice:

E E |C1iNCa;|(|C1:NCo;|+1)
Cr1:€C1 Caj€Cs 2

J[(Cl,CQ) -

[CLi](IC1:]+1) |C251(IC251+1) |C1:NC2;](|C1:NC24|+1)
chiecl 2 + ZCszCQ 2 chiec1 ZCszCQ 2

Fraccion de vértices correctamente clasificados Esta métrica fue propuesta por
Newman [I13] y requiere definir una funcién f cuyo dominio es una particién en comu-
nidades a-priori, Cop = (Ca1, Caa, ..., Can) v su codominio es la particién descubierta por
determinado método M, Cpy = (Cup1, Cpra, .., Cym ). Para cada comunidad a priori Cy;

se asigna aquella Cj; con la que comparte la mayor cantidad de Vérticeﬂ:

f(Cai) = arg max {Oai N CMJ} .
Crm;ECM
f no es necesariamente una biyeccion, puesto que varias comunidades a-priori pueden
tener asignada la misma comunidad en la particién encontrada. Los vértices minoritarios
de C,; —es decir, aquellos que no pertenecen a f(Cy;)— se considerardn incorrectamente
clasificados. Los vértices en Cy; N f(Cy;) se considerardan correctamente clasificados sélo
cuando no exista otra comunidad a prior: con la misma comunidad asignada. Introduci-

mos entonces g(Cy;) como la cantidad de vértices de la interseccion si f(Cy;) tiene una

8En [113] Newman no aclara que sucede si existen varias comunidades que comparten una cantidad
maxima de vértices. Para resolver la dificultad consideraremos que se escoge una al azar, por lo que la
métrica no serd deterministica. El survey de Fortunato sostiene en cambio que la imagen de Cy; debe
contener a la mayoria de sus vértices, o de lo contrario no se cuenta dentro de la fraccién de vértices
correctamente clasificados ([70], pdg.74).
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Unica preimagen, y 0 en caso contrario:

9(Cai) = |Cai N f(Cas)| - VO # Cos € Cap = F(C) # [(Cai)}

Se define la fraccion de vértices de C,y, correctamente clasificados en Cpy como:

FCCV(ColCr) = Y 7 g ci)
CMECap

Este coeficiente no deberia aplicarse entre particiones obtenidas con distintos métodos,
porque supone que una de las dos particiones es la estructura comunitaria verdadera.
Por este motivo es asimétrico: FCCV (Cop|Car) # FCCV (Cas|Cap).

3.4. Analisis del funcional Q (modularidad)

A partir de su expresién original en la Ecuacién (3.1)) la modularidad ha tenido
varias interpretaciones. A continuacién presentamos dos de ellas, seguidas por nuestra
interpretacion como medida signada, a partir de la cual se deduciran facilmente muchas

de sus propiedades.

Interpretacién como problema de asignacién cuadratica Smith y White (2005) [147]
reformularon el problema de maximizar la modularidad como un problema de asignacion
cuadratica. Dada una particién C y definiendo por cada comunidad C' € C un vector x¢
de N elementos que contiene un 1 en la i-ésima posicién cuando el vértice v; esta asignado

a la comunidad C', y 0 en caso contrario, la modularidad se puede reescribir como:

= — Z XCTLQXC s

ceC

en donde la matriz L tiene las siguientes componentes:

o P(v) Ay
Y 4e2(G) 2e(G)

Si unimos ahora todos los vectores x¢ en una matriz de asignacion X cuyas componentes
Z;. representan la asignacién de la comunidad C, al vértice i, entonces llegamos a la
siguiente expresion:

Qc(C) = —Tr(XTLoX) .

La maximizacion de la modularidad se reduce entonces al problema de minimizar la

traza de X7 Lo X sujeto a la restriccién de que X sea una matriz de asignacion, esto es,
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que X7 X sea una matriz diagonal a valores discretos {0, 1}, y con traza igual a n(G).
Esta escritura como problema de asignacion cuadratica abre las puertas a los métodos
de descomposicion espectral, que permiten optimizar la modularidad construyendo una
particién a partir de las componentes de los vectores propios principales de la matriz
Lg. Como la descomposicién espectral arroja vectores propios con componentes reales
y no discretas, es muy habitual optimizar el problema continuo y luego aplicar algin
algoritmo de agrupamiento de datos como el k-means. La Figura [3.1]ilustra este enfoque

con la red de football.
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Figura 3.1: Métodos espectrales de descubrimiento de comunidades. Red de football. Apli-
camos la descomposicién espectral de la matriz Ly para la red de football. Las coorde-
nadas de los vértices de la red estan determinadas por las componentes de los vectores
propios principales de la matriz. En las figuras consideramos sélo aquellos asociados a los
3 valores propios de mayor médulo. Los colores de los vértices indican las comunidades
establecidas a priori en la red.

En 2006 Newman propuso una aproximacién similar para el caso de bisecciones (par-

ticiones con dos comunidades) utilizando el laplaciano del grafo [117].

Reichardt

y Bornholdt mostraron que la modularidad es proporcional al hamiltoniano de un mode-

Interpretaciéon como modelo de Potts sobre un vidrio de espin [133].

lo de Potts en el que los valores de espin o(v;) de los vértices representan los subindices

,Cn):

de sus comunidades de pertenencia en una particién C = (Cy, Cy, ...
Hy({o(w)}) = = Jyl{o(v) = a(v))}
12

en donde: el término de la izquierda indica que el valor del hamiltoniano H es funcion del

conjunto de todos los espines; la matriz J representa el acoplamiento entre los vértices y
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se define como J;; = A;; — d(vi)d(vj); 1{o(v;) = o(v;)} toma el valor 1 cuando 7 y j tienen
j 37 T 2e(G) j

el mismo espin y 0 cuando su espin es distinto; y v esta vinculada con la temperatura

del modelo de Potts. Puesta en estos términos, la modularidad se expresa como:

o))

La particién que maximiza la modularidad se corresponde entonces con el estado de
minima energia (ground state) del vidrio de espin. En dicho estado, cada comunidad
se ve reflejada en el conjunto de vértices que tienen un mismo espin. El control sobre
la temperatura a partir del parametro v permitiria generar estructuras comunitarias a
distintos niveles de resolucién. Sin embargo, se ha mostrado que el ajuste de v no subsana

la existencia de un limite de escala en la modularidad [95].

Interpretacién como medida signada. Nuestra interpretacién de la modularidad
como medida signada surge de la definicion de dos medidas, mg y my. La primera de
ellas es una medida en el conjunto V(G) x V(G), mientras que la segunda lo es en V(G).
Definimos mg a partir de su valor para cada par (u,v) € V(G) x V(G) y de la aditividad,

y my a partir de su valor para cada v € V(G) y de la aditividad, de la siguiente manera:

H{u — v}

mg(u,v) = 200G (3.4)
my(v) = 262((2) (3.5)

Finalmente, a partir de my definimos la medida producto myy como

myy(u,v) = my(u)my(v) .

d*(C
De estas definiciones se deduce en particular que myy(C x C) = 1 2(( G)) y que
e
me(C x C) = (©) para C' C V(G). Para simplificar la notacién, las llamaremos

2e(G)
m¥(C) y mp(C). Estas igualdades se resumen en el Cuadro [3.3]

A partir de estas dos medidas y de la observacion de la Ecuacion (3.1]) la modularidad

puede ser reescrita como

Qa(C) = Z mE(Oi) - m%,(C’Z) .

C;eC

Entonces, si definimos D(C) = U;C; x C;, y aplicando las propiedades de toda medida,
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la modularidad es simplemente
Qc(C) = m(D(C)) = mp(D(C)) — myv(D(C)) , (3.6)

de donde se observa que Qg(C) es una medida signada —por ser la diferencia de dos

medidas—.

c

A B c D C

Figura 3.2: Interpretacion de la modularidad como medida signada. Consideremos una
particiéon C = (A, B,C, D). Graficamos el espacio V(G) x V(G) en una cuadricula,
ubicando en forma contigua a los vértices que pertenecen a una misma comunidad de C,
y asignando a cada vértice v; una longitud de my (v;). Como my es una medida unitaria,
obtenemos la cuadricula [0,1] x [0,1]. A la izquierda vemos la definicién de la regién
D(C) = > e C x C. A la derecha observamos que al unir dos comunidades C'y C' se
obtiene una nueva particiéon C' y una nueva regiéon D(C’) en que la modularidad registra
una variacion de AQ = m(D(C’)) — m(D(C)) = 2m(C x C").

De nuestra interpretacion de la @) llegamos facilmente a los siguientes resultados:

» Union de dos comunidades. A partir de una particiéon C, la obtencién de una par-
ticién C’ mediante la unién de dos comunidades C; y C; produce una modularidad
de:

Q(C) = Q(C) +2m(Ci x Cj) .

Observamos entonces que la modularidad aumenta si y sélo si

fn(C’l X C]) = ’I?’LE(CZ X C]) — mv(Cl)mv(C]> >0 .

s Limite de resolucion. Esta cuestién fue planteda por Fortunato y Barthélemy en

2007, quienes estudiaron la maximizacion de la modularidad en algunos grafos
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sencillos y mostraron que la misma se ve afectada por un limite de resolucion. Dicho
limite implica que las comunidades reconocidas por la modularidad tienen un “nivel
de detalle” que depende de caracteristicas globales del grafo y no solamente de su
estructura local. Este fenémeno esta vinculado con el hecho de que la modularidad
es un funcional global [71]. Los autores lo ejemplifican con algunos casos sencillos,
como un anillo de cliques o un grafo con dos comunidades pequenas y una grande,
conectadas entre si (ver Figura . En el caso del anillo de R cliques de orden £k,

llegan a la siguiente condicion de separacién de los cliques:
R<k(k—1)+2 [71].

Poco tiempo después Kumpula et al. [95] mostraron que el fendmeno también se
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Figura 3.3: Limite de resolucion de la modularidad. Ejemplos. A la izquierda, un total
de R cliques de orden k conectados formando un anillo. El grafo tiene una cantidad de
aristas e(G) = Rk(k—1)/24 R. Cuando la cantidad de cliques, R, es mayor a k(k—1)+2,
la modularidad prefiere unir algunos cliques entre si. La figura ilustra el 6ptimo de la
modularidad para k =4 y R = 15. Cada color representa una comunidad en el 6ptimo.
A la derecha, una situaciéon en que dos cliqgues de tamano p tienen una conexion entre
ellos y con un tercer clique de tamano k > p. El grafo tiene n(G) = k + 2p vértices y
e(G) = k(k—1)/2+p(p—1) aristas. Si se cumple la condicién k(k—1) > (p(p—1)+1)*+7,
entones la modularidad prefiere unir las dos comunidades pequenas. Por ejemplo, para
p = 5 la condicién se cumple si k& > 22. En la figura se muestra la situacion para k = 22
y p = 5. Los dos resultados generales de las figuras se desprenden facilmente de nuestra
expresion del limite de resolucién (Ecuacién (3.7)).

produce cuando se utiliza el parametro de resolucién v de Reichardt y Bornholdt,
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y lograron generalizar la condicion para el anillo de cliques a una resolucién :

i < k(k—1)+2 [95].

Y
A mayor valor de 7 la condicién es més flexible y permite distinguir cliques de menor
orden. Por lo tanto un mayor v se asocia con una mayor resolucion, equivalente
a una menor temperatura. Lamentablemente este incremento también tendra el
efecto de romper las comunidades mas grandes, y por eso no soluciona eficazmente

el problema del limite de escala.

Tanto el trabajo de Fortunato y Barthélemy como el de Kumpula analizan casos
particulares y no logran una formalizaciéon general del problema. El trabajo de
Kumpula, particularmente, es impreciso al mencionar que “las comunidades con
una cantidad de aristas internas menor a cierto valor no son resueltas” ([05], pag.

1). Veremos luego que esto no es cierto.

Ahora mostraremos que el limite de resolucién se puede formalizar y demostrar
muy sencillamente dentro de nuestro marco. Supongamos que C* es una particion
optima de un grafo G. Entonces, las uniones de sus comunidades nunca mejoraran

el valor de la modularidad, es decir que VC;, C;, 1 # j:
m(C; x C;) = mg(C; x C;) —my (Cy)my (C;) <0 .
Aplicando la aditividad de la medida y una simple desigualdad algebraica:
my, (C; U Cy) = (my (Ci) + my (C;))? > dmy (Ci)my (C;)
obtenemos la siguiente condicién para que una particion sea 6ptima:
4mp(C; x C;) <mi(C; U Cy) . (3.7)

El término de la derecha de la desigualdad es el grado de C; U C; al cuadrado,
normalizado por dos veces el tamano del grafo, también al cuadrado. Este término
decrece mucho més rapido que mg(C; x C;), y como consecuencia a medida que el
tamano del grafo aumenta, la modularidad no resiste a mantener las comunidades
separadas salvo que las mismas estén desconectadas. En otras palabras, para todo
par de comunidades conectadas C; y C;, haciendo crecer el grafo sin modificar las
cercanias de C; y C;, en determinado momento la mazimizacion de la modularidad
preferird unirlas. En particular, la modularidad tendrd preferencia por unir las

comunidades pequenas entre ellas cuando estén conectadas.
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. Existe entonces un tamano minimo de comunidad en el 6ptimo de la modularidad?
Supongamos el caso de dos comunidades C; y C; conectadas por al menos una

arista. En ellas se cumplira:

4max(d*(C;), d*(Cy))

my(C;UC)) < (my(Ci) +my(C))* < 12(G) (3.8)
Ump(Cs x C)) > 26?@. (3.9)

Entonces, las comunidades no podran resolverse —es decir, seran unidas en la opti-

mizacién de la modularidad— si se cumple que

4 4max(d*(C;), d*(Cy))
2e(G) 162(G) ’

lo que equivale a
Vv 2e(G) > max(d(C;),d(Cy)) .

Esto implica que si ambas comunidades son suficientemente pequenas, seran uni-
das. Sin embargo, una comunidad muy pequena puede “sobrevivir” y ser resuelta
cuando sélo estd conectada a comunidades mas grandes. Esta cuestion es tratada
en forma ambigua en el trabajo de Kumpula, en que se lee que “las comunidades

con una cantidad de aristas internas menor a @ no son visibles” [95](pag 1)|§|

Control de la temperatura. Nuestra interpretacion también abarca la generalizacion
de Reichardt y Bornholdt [I33]. Para una resolucién ~ definimos la modularidad

generalizada como:

Q,(C) = my(D(C)) = mp(D(C)) — ymyv(D(C)) -

Se verifica que esta definicion es equivalente a la de —W En ambas, paray =

1 se recupera Q(C). Los resultados anteriores pueden generalizarse de inmediato.

En particular, el limite de resolucién para un determinado « se expresa como

Amp(C; x C;) < ymi(C; U ;) . (3.10)

Otros resultados de esta interpretacién de la modularidad se pueden encontrar en

nuestro trabajo en [33]. En particular, proponemos alli un algoritmo goloso que encuentra

particiones débilmente dptimas.

9La cantidad de aristas internas es %. Como d™*(C) < d(C), nuestra desigualdad implica que

, dbn(c1) dLn,(c)
> max (T TJ)

)
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3.4.1. Limitaciones

Para concluir mencionamos los siguientes dos resultados que plantearon, junto con el

limite de resolucién, la necesidad de encontrar métodos superadores del de maximizacién

de la Q:

= En 2008 Brandes et al. demostraron que el problema de optimizacién de la mo-
dularidad es NP-completo [31]. Los métodos habituales optimizan el funcional Q

empleando heuristicas.

= Maés recientemente, en 2010, Good et al. [8]] resaltaron la denominada degenera-
citon de los extremos de la modularidad. Dicha degeneracién implica que cerca del
optimo existe una cantidad de picos exponencial en la cantidad de comunidades,
correspondientes a particiones cuyos valores de modularidad son muy cercanos al
del 6ptimo. Este resultado cuestiona la significatividad de las particiones que ma-

ximizan la Q.

3.5. El método FGP

En esta seccién presentaremos nuestro método local de deteccién de comunidades,
denominado FGP (Fitness Growth Process o Proceso de Crecimiento de Funcion Obje-
tivo).

Nuestro método es una extensién del propuesto por Lancichinetti et al. (2009) [96],
en el que se define un proceso a partir de una funcién objetivo (fitness function) f; con

un parametro a: A
dzn(C)
@)+ O

El proceso comienza con una comunidad C' constituida por un unico vértice v y realiza

fu(C) =

(3.11)

las siguientes etapas:

1. Escoge un vértice w cuya insercién produce el mayor incremento en la funcion

objetivo de la comunidad, y lo inserta en ella.

2. Elimina todos aquellos vértices cuya eliminacién incrementa la funcién objetivo de

la comunidad.
3. Vuelve al paso 1.

El proceso termina cuando no logra insertar ningun vértice. A la comunidad obtenida al
final del proceso se la denomina comunidad natural del vértice v. El coeficiente o juega

el papel de parametro de resolucién. Para mayores valores de « se obtienen comunidades
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naturales mas grandes. Para a = 1 la funcién objetivo se vincula con la nocién de
comunidad en sentido débil de Radicchi [I30], introducida en nuestra Seccién [3.2]

Una vez terminada la primera comunidad natural, se comienza una nueva con alguno
de los vértices que quedaron fuera. Esta nueva comunidad puede abarcar luego vértices
de la primera, generando un solapamiento. El proceso se repite hasta que no quede
ningun vértice sin comunidad asignada en el grafo. El resultado final es un cubrimiento
por comunidades del grafo.

Nuestra contribucién consistira en definir un proceso de crecimiento uniforme que
recorre el grafo completo a través de sus distintas comunidades. Haremos una modifica-
cién en la funcién objetivo, manteniendo un pardametro de resolucién, y propondremos
un algoritmo que aumenta en forma mondtona la funcién objetivo a medida que reco-
rre el grafo, actualizando el parametro de resolucion de manera dindmica. Finalmente,
empleando un método de corte, partiremos el recorrido hecho a través del grafo para

obtener una particién en comunidades.

3.5.1. Formalizaciéon del algoritmo de Lancichinetti et al.

Realizaremos a continuacién una formalizacién del procedimiento descripto en Lanci-
chinetti et al. [96] para obtener la comunidad natural de un vértice v, generalizado para
cualquier funcion objetivo f. Lo denominaremos proceso de crecimiento para f.

El proceso de crecimiento posee una sucesion de etapas de insercién y eliminacion
de vértices. En la etapa de insercion siempre debe insertarse un vértice —de lo contrario
el procedimiento termina—, mientras que en la de eliminaciéon puede que no sea necesa-
rio eliminar ninguno. Se producirdn entonces secuencias que contienen una inserciéon y
un conjunto de eliminaciones (que puede estar vacio). Denotaremos la evolucion de la
comunidad a lo largo de estas secuencias con dos subindices que llamaremos m y k. El
primero, m, se incrementara luego de cada par de secuencias insercién—eliminaciones,
desde 0 hasta M, y el segundo, k, se incrementara por cada vértice insertado o elimi-
nado dentro de ese par de secuencias, desde 0 hasta k,,. De esta forma, la sucesién de

comunidades a lo largo del algoritmo sera:
(ka> = (C()Oa ClOa R3] Clk17 70207 ceey CQkQ: ceey C(MO> L) CMkM)

Obsérvese que:

= Para m = 0, sélo existe la comunidad Cyg que contiene al vértice inicial, que no

sera eliminado.

= Para cualquier otro par de secuencias inserciéon—eliminaciéones m, la comunidad
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Chmo serd igual a la tltima comunidad de la secuencia anterior, C(p—1)k,,_,, porque
todavia no se ha realizado la insercion. Luego, C,; sera igual a la unién de C),
con el vértice insertado. Los C,,;, restantes para 2 < k < k,,, se obtendran cada uno

de ellos a partir de la eliminacién de un vértice de la comunidad anterior, Cy,—1).

» En laultima comunidad, Cj,, ninguna insercién ni eliminacién aumenta la funcién

objetivo, y por lo tanto el proceso termina.

La formalizacién del procedimiento se describe en el Algoritmo([I} En particular, para
f = fr se obtiene el procedimiento descripto en Lancichinetti et al. [96] y la dltima
comunidad, Cig,,, es la comunidad natural del vértice @ En el cuadro se muestra
un ejemplo.

En el caso de la funcién objetivo de Lancichinetti, f7, hacemos la siguente observa-
cién: Si bien la linea 1.4 considera a todos los vértices w que se encuentran fuera de la
comunidad C,g, sélo los vértices que pertenecen a la frontera de ella —es decir, que no
estan en C),g pero poseen alguna conexiéon con algtin vértice en ella— pueden incrementar
la funcién objetivo. No es necesario entonces considerar a los vértices que no pertenecen
a la frontera.

La complejidad computacional de este proceso —asumiendo que las eliminaciones son
poco frecuentes— es del producto del orden del grafo por el tamano de la comunidad final:
O(n(G) - |Crrgy,|), porque en cada insercién se debe considerar a toda la frontera, cuyo
tamano acotamos con n(G), y la cantidad de inserciones es del orden de Cyyy,,, bajo el
supuesto de que las eliminaciones son poco frecuentes. En el peor caso, la complejidad
computacional de hallar la comunidad natural de un vértice es de O(n(G)?). Como
el procedimiento de Lancichinetti et al. debe encontrar un cubrimiento del grafo, la
complejidad puede acotarse como n(G)? multiplicado por la cantidad de comunidades
del cubrimiento. Esto hace que la complejidad final sea de O(n(G)?) en el peor caso (si las

comunidades tienen mucho solapamiento), y de O(n(G)?) en casos de poco solapamiento.

0Existen diferencias minimas entre los dos procedimientos, que mencionamos a continuacién:

= 1. Lancichinetti et al. omiten indicar qué sucede si en algiin momento del proceso el mismo vértice
semilla v cumple la condicién de eliminacion, lo cual es factible. En ese caso no resulta razonable
eliminar al vértice v y llamar al resultado la comunidad natural de v Consideramos que esto es
una omisién, y optamos entonces por restringir las eliminaciones a vértices distintos de v.

= 2. Lancichinetti et al. escogen al momento de la insercién a aquel vértice que produce el mayor
incremento en la funcién objetivo; nosotros en cambio tomamos cualquier vértice que la incremen-
te. Sin embargo esta eleccion de tipo goloso no tiene una fundamentacion particular y el mismo
trabajo de Lancichinetti et al. ([96], pdg. 4) sefiala la posibilidad de explorar otros mecanismos
de eleccién.
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Algoritmo 1: Comunidades naturales

Entrada: Un grafo GG, una funcién objetivo f, un vértice inicial v € V(G)

Salida: Un proceso de crecimiento Cog, Chos - .-, Caoy - -3 Cakgy - -« - - s Chikeyy
1.1 inicio
1.2 Doy = {v}
1.3 m=0
1.4 mientras eziste algin w fuera de Cpy tal que f(Cho + w) > f(Chuo) hacer
1.5 Co1 = Chpo +w
1.6 k=1
1.7 mientras eziste algin w € Cyp,w # v 1 f(Cpp —w) > f(Cyui) hacer
1.8 Cm(k+l) = ka —w
1.9 k=k+1
1.10 fin
1.11 Cim+1)0 = Chu
1.12 m=m-+1
1.13 fin
1.14 fin

3.5.2. Funciones objetivo

El trabajo de Lancichinetti et al. sugiere la posibilidad de explorar otras funciones
objetivo para la definicion de comunidad natural. Trabajaremos con dos familias pa-

ramétricas de funciones objetivo, basadas en nuestras definiciones de las medidas my y

cp (Cuadro [3.3):

my — Cg

L, = (3.12)

1/t
my,

Ht = mv(l - mv/2t> —Cg , (313)

con t > 0. La primera de ellas es proporcional a la funcién objetivo de Lancichinetti et
al. para a = 1/t. El pardmetro t, como veremos luego, tendra el rol de pardmetro de

resolucién.

Un anadlisis diferencial. A continuacién probaremos que:

= Tanto en L; como en H;, la modificacion del parametro de resolucién ¢ no afecta
esencialmente la evolucién del proceso, sino que mas bien define el criterio de
terminacién. Por lo tanto, aquellos vértices que son candidatos a ser insertados o
eliminados para algin valor de ¢ seguiran siendo candidatos para una resolucién

menor —es decir, cuando se llega a comunidades naturales mas grandes—.

= Ambas funciones objetivo son esencialmente equivalentes, en el sentido de que
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quienes son candidatos a ser insertados o eliminados bajo L; también lo son bajo
H,.

A los efectos de probarlo, consideremos una comunidad C,,; y un vértice w. Si w &
Ci entonces estaremos considerando su insercion, y en caso contrario su eliminacion.
Obtendremos en ambos casos una nueva comunidad Cf = C,p. + UE

Llamemos ahora Amy = my(C) — my(Chk) v Acg = cp(Cl) — cp(Cur), ¥
supongamos que s,t > 0 son dos valores fijos del parametro de resolucion. El cociente

diferencial de L; se puede expresar en forma aproximada como:

ALt 1 (1 ACE B L1>

~L =—_ (1=
Amv ¢ m%//t Amv t

Mientras que para el cociente diferencial de H; tenemos:

AHt , ACE my
~H =(1- - —
Amv t ( ATTLV t )

Obsérvense entonces las siguientes relaciones:

t_
H = H + tsmv (3.14)
S
s t—
m'L = mY°L + tsSLl (3.15)
H = m/'Li+ (L —my)/t . (3.16)

La Ecuacion nos muestra que si t > sy H. > 0, entonces H > 0, lo cual
significa que si el vértice w es un candidato a ser insertado en Cyx bajo la funcion Hy,
entonces también lo es para el proceso H;.

La Ecuacion (3.15]) nos muestra andlogamente que sit > sy L. > 0, entonces L; > 0,
lo que implica que si el vértice w es un candidato a ser insertado en Cy,i bajo la funcion
L, entonces también lo es para la funcion L.

Esto demuestra que el parametro ¢t no juega un rol esencial en la construccion de la
comunidad natural bajo ninguna de las dos funciones, sino que simplemente establece el
criterio de terminacion.

La Ecuacion (3.16) muestra un hecho delicado: si un vértice w es candidato a ser
insertado (eliminado) bajo la funcién L; y my < L; entonces también es un cantidato
a ser insertado (eliminado) bajo la funcién H,. La condicién my < L, es habitualmente

cierta teniendo en cuenta que cuando my > L; se cumple que cg > my (1 —my), lo que

T lamaremos C;Lk al elemento siguiente a C,, en la secuencia. En un abuso de notacion, Cy,x + w
serd equivalente a Cp,; U {w}, mientras que C,; — w serd equivalente a Cp,, — {w}.
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contradice la nocién de comunidad (porque el segundo término serfa el valor esperado
del primero si los vértices que forman la comunidad se hubieran escogido al azar). Por
lo tanto, ambos procesos son esencialmente equivalentes, diferenciandose inicamente en
el criterio de terminacion. Si bien hemos hecho aproximaciones para obtener resultados
cuantitativos, nuestra experiencia al utilizar ambas funciones objetivo ha confirmado

nuestras conclusiones.

3.5.3. El fitness growth process (FGP)

El algoritmo de construccién que describimos anteriormente obtiene comunidades
naturales para distintos valores del parametro t. Hemos visto que a mayor valor de t
se obtienen comunidades mayores que en términos generales incluyen a las anteriores, y
que por lo tanto ¢t funciona como parametro de resolucién. Nos preguntamos entonces si
es posible obtener las comunidades naturales para todos los valores de ¢t con un tnico
proceso. Veremos que esto es realmente posible utilizando nuestra familia de funciones
H,.

A la frontera de C,,;, formada por aquellos vértices fuera de C,,; pero con alguna
conexion hacia ella, la denotaremos 9(Cy).

Consideraremos ahora una comunidad C,,; v su frontera 9(C,,x), formada por aque-
llos vértices fuera de C),; pero con alguna conexion hacia ella, y veremos qué sucede si
incorporamos a C,,; un vértice w que pertenece a su frontera, o bien lo eliminamos si

pertenece a C’m,f_z]. El nuevo valor de la funcién objetivo en cada caso (£) sera

H/(Cxw) = (my+Amy)(1l—(my + Amy)/2t) — (cg + Acg)

= mv(l - my/2t) — Cg
Amv

(mv + Amv/2) + Amy — Acg

Amv

= Ht(C)— (mV+Amv/2)+AmV—AcE .

La variacién de la funcién objetivo es

A
AHt —_ — mV

(mv -+ Amv/Q) + Amv — ACE s

de donde se observa que para algin valor de t suficientemente grande o chico, de acuerdo

12No es necesario considerar vértices que no pertenezcan a C,,; ni a su frontera, ya que para ellos el
AH; es negativo para todo t.
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al signo de Amy, AH,; serd positivo. Este valor critico de t es:

A A 2
E(Cop ) = my (my + Amy /2)

Amv — ACE

Se satisface entonces que cuando w se esta incorporando, t > t. — AH; > 0, mientras
que cuando w se esta eliminando t < t. — AH; > 0.

Supongamos entonces que al llegar al criterio de terminacion de la comunidad natural
a una cierta resolucion t, incrementamos el parametro ¢ lo minimo posible como para
llegar a algin t' = t.(Cp,x, w) que permita incorporar a algiun w sin disminuir la funcién
objetivo Hy . El resultado sera un proceso de crecimiento uniforme para H; . Si conti-
nuamos de esta forma hasta abarcar todo el grafo, entonces tendremos una secuencia de
comunidades naturales (C,;) a distinta resolucién.

Cada comunidad natural C),; tendrda una resolucion t,,; asociada, que se actuali-
zara cada vez que se produce una insercién, de la siguiente manera:

t:_nk = méX{tmk, tc<ka7 ’U})} )

en donde ¢, es la resolucién asociada a CF, = Ct U{w}. La secuencia (t,,x) serd enton-
ces una secuencia no decreciente, y cada comunidad de la secuencia Cyy, ..., C)x Sera un
proceso de crecimiento para Hy, ¥Vt > t,,x. La secuencia de comunidades naturales (C,x)
construida de esta forma es un proceso de crecimiento uniforme para H.

En el Algoritmo [2] describimos este proceso formalmente.

3.5.4. Extraccion de las comunidades

Nuestra hipétesis es que el proceso de crecimiento uniforme recorre una tras otra las
comunidades hasta cubrir todo el grafo. En cada paso, el proceso de crecimiento uniforme
tiende a escoger el vértice a ser insertado en funcién de su cohesién con la comunidad
construida hasta ese momento. Asi, dos vértices insertados en forma consecutiva en el
proceso debieran pertenecer a la misma comunidad, o bien ser vértices de borde de sus
comunidades. Nuestro método de deteccion de comunidades incluye una técnica para
“cortar” las comunidades a lo largo del proceso.

Partimos de una secuencia (C,,;) en la cual existen inserciones y eliminaciones. Como
al final del proceso todo el grafo estd incluido en la comunidad natural, cada vértice
aparece una cantidad de veces impar en la secuencia, contando k inserciones y k — 1
eliminaciones. El primer paso del procesamiento consiste en dejar solo la iltima insercién
de cada vértice, considerando que la misma refleja la posicion del vértice en la comunidad

natural final. De esta forma obtenemos una nueva secuencia, que denominaremos S, en la
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Algoritmo 2: Proceso de crecimiento uniforme para H

Entrada: Un grafo G, un vértice inicial v € V(G)
Salida: Un proceso de crecimiento uniforme para H:

00070107-"7Ca0>"'7Caka7-”7CM07-”7DMkM

2.1 inicio
2.2 Coo = {v}
2.3 t, =0
2.4 m=0
2.5 mientras ezista algin w € 0(Cyy) hacer
2.6 sea wy tal que t.(Cpo, Wo) = MiNyea(c,yo) (te(Cmo, w))
2.7 to = max{t,, t.(Cpo, wo)}
2.8 Cin1 = Chno + wy
2.9 k=1
2.10 mientras ezista algin w € Cpp, w # v @ to(Cpp, w) > t, hacer
2.11 Cm(k+1) = ka —w
2.12 k=k+1
2.13 fin
2.14 Cimt1y0 = Ck
2.15 m=m-+1
2.16 fin
2.17 fin

cual cada vértice aparece una tnica vez, y que representa por lo tanto un ordenamiento
del conjunto V(G).

La transformacion de esta secuencia & en un conjunto de comunidades finales C =
(C1,Cy, ..., Cy) se realiza observando el comportamiento de la siguiente funcién:

S(w) = ce(C(w) : (3.17)
my (C(w))

en donde los C'(w) son las subsecuencias de S, desde el comienzo de la ltima comunidad
que hemos extraido hasta w. El criterio para determinar la clausura de una comunidad
C'y el comienzo de una nueva es que se produzca un incremento en la funcion S(w).

En otras palabras, la funcién S(w) considera el conjunto de vértices insertados desde
el comienzo de la comunidad que se esta construyendo, y va calculando la evolucion
del cociente entre el grado externo normalizado de la comunidad —representado por cg
y el grado normalizado, my . En la siguiente secciéon ofrecemos una fundamentacion

estadistica de esta técnica de corte.
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3.5.5. Fundamentacion del método en el limite termodinamico

Para entender el comportamiento estadistico de la funcién S(w), consideremos una
comunidad C' = (v, vs, ..., v,) en que los vértices tienen un pardmetro de mezclado ju(v;)
homogéneo, que dentro de la comunidad llamaremos directamente . Esto es, cada vértice
comparte una fraccion p de sus aristas con otras comunidades, y una fraccion 1— pu con su
propia comunidad C. Llamaremos C; a las comunidades parciales de C' obtenidas desde
la insercién de vy hasta la insercién de v;. La evolucién de S(v;) estard dada por

5, = S(n) = PEC D1 e .

Nuestro andlisis estadistico estara basado en las siguientes relaciones:

mp(C; x (V\C)) = pmy(C;)

La primera surge de la hipdtesis de que todos los vértices de C' tienen un mismo .
La segunda es simplemente la definicién de un pardmetro \; en el intervalo [0, 1].
A partir de estas ecuaciones se deduce a partir de simples cédlculos, y usando la

aditividad de la medida mg, que

Si = p+(1—p)(l-X)
(L= = Li(G) .

Asumimos que L; tiene un comportamiento monétono creciente a lo largo de la
construccion de la comunidad[r_g], lo que implica un comportamiento mondétono decreciente
en S;, incluso sin asumir un g constante en los vértices. Obsérvese también que para el
ultimo vértice de la comunidad, v, se cumple que S = p (porque A = 1).

Ahora, veamos qué sucede cuando la comunidad se concluye y se intenta incorpora
al proceso un vértice externo, de una comunidad C’, con un pardmetro de mezclado .

Llamaremos C* = C' U {v}, y definiremos € a través de la relacién

mp({v} x C) = emp({v} x (V\ ") = ep'my ({v}) ,

que representa la proporcién de aristas externas desde v € C” hacia vértices en C.

13Recordemos que la funcién objetivo L; estd vinculada con el concepto de comunidad débil de
Radicchi.
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El nuevo valor de la funcion S es:

mp(CT x (V\CT))

—+ _
S (02

y se puede mostrar que

(1 —2ep’ — p)my ({v})
mv(0+)

St =p+

Si los parametros de mezclado no son demasiado elevados —lo que implicaria comu-
nidades muy poco cohesivas— o bien € es pequeno, lo cual es razonable, entonces este
nuevo valor ST romperé el comportamiento decreciente de S produciendo la clausura de
la comunidad C'y el comienzo de una nueva comunidad C” con v’ como su primer nodo,
vy

Sintetizamos entonces el comportamiento de la funcién S(w) de la siguiente manera:

» La funcién inicia en S(w) = 1 al incorporar el primer vértice de la comunidad

(w = vy).

» La funcién S(w) decrece desde 1 hasta p a lo largo de la construccién de la comu-
nidad.

» La funcién S(w) aumenta cuando la comunidad concluye y el proceso incorpora

un vértice externo w'.
» Bajo esta condicién, se inicia una nueva comunidad C’ y S(w') toma el valor 1.

= Aun si el g de los vértices de la comunidad no es homogéneo, el minimo de S(w)
alcanzado al terminar la comunidad equivale mateméaticamente al promedio de
los p(v) de todos los vértices de la comunidad, ponderado por su grado, d(v). Lo

denominaremos p(C).

Ejemplo: La red de football. Ilustraremos el procedimiento de corte en la Figura|3.5
mostrando la evolucién de la funcién S(v) a lo largo del proceso de crecimiento para la
red de football. Se observa claramente el comportamiento decreciente de la funciéon dentro

de cada comunidad. La Figura |3.4] visualiza la particién en comunidades encontrada.

3.5.6. Complejidad computacional

En esta seccion probaremos que nuestro método de deteccién de estructura comuni-
taria tiene una complejidad computacional temporal de O(n(G) - dmax+¢e(G) -log(n(G))),
y espacial de O(n(G) + e(G)).
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indice de v en el proceso de crecimiento uniforme

Figura 3.4: El proceso de crecimiento uniforme en la red de football.

Comenzamos analizando la complejidad temporal. Consideremos una comunidad C,,,
en el proceso, con un parametro t,,; asociado, en la que se esta apunto de incorporar un
nuevo vértice. La linea 2,6 del algoritmo 2| indica que debemos incorporar al vértice w

en la frontera de C,,; con el menor t.(Cpx, w). Observamos, a partir de la expresién de
t., que
‘ Amv

- Amv — ACE

De entre aquellos vértices de la frontera que tienen el mismo grado que w, el que

te(Crg, w) - (my + Amy /2) .

minimiza el ¢, es aquel que tiene el menor ﬁ. Si todos los vértices tienen el mismo

grado, esto es equivalente a minimizar Acg, que a su vez es proporcional al d%* —d% del
vértice. Por lo tanto, si agrupamos los vértices de la frontera en listas segtin su grado, y
ordenamos estds listas por valor creciente de d%"* — d%, entonces podemos afirmar que
el vértice de la frontera que minimiza t. debe estar a la cabeza de alguna de estas listas.
Proponemos entonces mantener a lo largo del proceso una estructura actualizada con
la frontera 9(Cpi) (véase la Figura [3.6)). Necesitaremos también una estructura andloga
para los vértices de la comunidad C),, con el fin de acelerar las eliminaciones; esta
estructura se muestra en la misma figura. Reducimos asi la complejidad de cada paso
de tener que analizar toda la frontera o comunidad C,,; a analizar d,,s, vértices como
maximo.

Denominaremos [,s a la longitud de la lista més extensa. Las listas se implemen-
tardn con una estructura de acceso directo y ordenada, como un mapa o un arbol. Una
operacién de insercion ordenada dentro de este tipo de estructuras tiene una complejidad

de O(log(lmax)), mientras que el acceso tiene complejidad O(1). Estamos listos entonces

para analizar la complejidad del paso r:

1. Buscar al vértice w que minimiza t.(C,,x, w) implica encontrar el minimo entre los
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Figura 3.5: Método FGP. Comunidades descubiertas en la red de football. Imagen gene-
rada con el software Gephi.

vértices que se encuentran a la cabeza de las listas. Esto tiene una complejidad

O(dméx>-
2. Actualizar las estructuras implica:

a) Eliminar w de su lista en la estructura 0(C,,;). Complejidad O(1).
b) Actualizar el Acg de w a (—Acg). Complejidad O(1).
¢) Insertar w en la lista k(w)-ésima de la estructura C,,.. Complejidad O(log(lmax))-
d) Actualizar Acg para los vecinos de w, es decir, para todo v € N (w):
1) Siv ¢ Chy, actualizar Acg a Acg — 2/(2e(G)). Complejidad O(1).
2) Siv € Chy, actualizar Acg a Acg + 2/(2¢(G)). Complejidad O(1).

e) Reinsertar (o insertar) a los vecinos de w en las listas:

1) Si v € Cyy, reinsertarlo en la lista k(v)-ésima de la estructura para Cp,

ordenado segun su nuevo valor de Acg. Complejidad O(log(lmsx))-
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o AGu(v) 4G, (v) < Beg

Acy creciente Ac g creciente
_ _
1 1
2 | Vs 2
3 |V1:Vi0:Vs. Vg 3 | Via
4 | V3, Vg 4
5 [v,, vg 5 Vi1 Vi3 V2
6 6
7 V7 1
T 1
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drna max

estructura C,k estructura oC )

Figura 3.6: Método FGP. Estructuras mantenidas para optimizar el proceso. Estructuras
mantenidas a lo largo del proceso para la comunidad natural C,,; y su frontera 0(C,x).
En cada una de ellas los vértices se agrupan por grados (representados por las columnas
con valores 1,2, ...dyq.). Los vértices de igual grado se mantienen en una estructura
l6gica ordenada por Acg(v) creciente (lo que es equivalente a d%*(v) — d%(v) creciente),
como por ejemplo un drbol o un mapa. En la imagen mostramos el dZ"(v) y el grado
d(v) recuadrado —s6lo para los vértices de la frontera—. En cada paso sélo es necesario
considerar a los vértices que se encuentran a la cabeza de las estructuras para cada
grado. En este ejemplo, se considera incorporar vi; y v14, y se elige vy; porque minimiza
el t.. Utilizando estas estructuras, la complejidad del proceso de crecimiento se redujo a

O (n(G) - dwax + €(G) - log(n(@))).

2) Siv & Cpg, v € OC i, insertarlo en la lista k(v)-ésima de la estructura pa-

ra 0C,x, ordenado por su nuevo valor de Acg. Complejidad O(log(lmax))-

3) Si v & Cuk, v € OCy,y, reinsertarlo en la lista k(v)-ésima de la es-

tructura para 0C,,;, ordenado por su nuevo valor de Acg. Complejidad

O(log(lméx)) .

En resumen, la complejidad del paso r es O(dmsx + N (w)] - 10g(lmax))-

Ahora bien, los pasos durante el proceso de crecimiento consisten no sélo de insercio-
nes sino también de eliminaciones. La condicion de eliminacién se sintetiza en la linea
2.10 del Algoritmo 2

La logica de las eliminaciones es exactamente la misma: se analizan los vértices a la
cabeza de las listas en la estructura para C),;, en busca de un valor de ¢, mayor que el

actual t,. Si se lo encuentra, el vértice se elimina de C,,; y sus vecinos se actualizan de



3.5. EL METODO FGP 107

manera analoga y con igual complejidad computacional que en el caso de las inserciones.

A lo largo de nuestros experimentos hemos verificado que las eliminaciones son poco
frecuentes, y asumiremos que son como maximo del mismo orden que las inserciones.
Entonces podemos considerar que el proceso consiste sélo de inserciones a los efectos de
calcular la complejidad. Bajo esta hipdtesis, cada vértice se inserta una unica vez en el

proceso, y la complejidad del proceso de crecimiento puede expresarse como:

weV

O (Z (dméx —|—N(U)) : 10g(lméx))>

Sumar sobre todos los vecinos de A (w) puede interpretarse como que cada arista
del grafo se considera una unica vez. Con respecto a Iz no podemos hacer ninguna
suposicién. Teniendo en cuenta que en distribuciones con leyes de potencias la cantidad
de vértices con un grado pequeno puede ser de O(n(G)), sélo nos queda acotar [,4, con

n(G). Asi, podemos expresar la complejidad como
O (n(Q) - dmsx + €(G) - log(n(G)))

Mencionamos también que la inicializaciéon del proceso requiere calcular los Acg y
Amy de todos los vértices con sus grados. Estos calculos no modifican la complejidad
final.

Por otra parte, la técnica de corte que genera la particion en comunidades recorre el
conjunto S una tnica vez, calculando el S(w) de cada vértice a partir de los valores de cg
y my, que ya habian sido calculados durante el proceso de crecimiento. La complejidad
de este paso es lineal.

En conclusién, la complejidad estd dominada por el proceso de crecimiento, y es de
O (n(G) - dmax + €(G) - log(n(G))). A través del uso de estructuras de datos adecuadas
logramos reducir la complejidad original del proceso, que es de O(n(G)?). Las mismas
estructuras permitirian mejorar también la complejidad del algoritmo de cubrimiento de
Lancichinetti et al., que se encuentra originalmente entre O(n(G)?) y O(n(G)?), como
discutimos en la Seccién B.5.11

En cuanto a la complejidad espacial, no es més que O(n(G) + e(G)), que es la com-
plejidad espacial del almacenamiento del grafo en memoria. Las estructuras de datos
sobre la comunidad y su frontera sélo contienen una lista de grados de orden O(dsx),
y una cantidad de d 4, listas que guardan informacion sobre los vértices con cada valor
de grado. Para cada vértice se almacena una cantidad de informacién de O(1), y por lo
tanto el conjunto de todas estas listas tiene una extension de O(n(G)). De esta manera,

la complejidad espacial de las estructuras no supera a la complejidad espacial del grafo.
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3.5.7. Resultados obtenidos

Hemos probado nuestro método de descubrimiento de comunidades en algunas redes
reales y en instancias de grafos aleatorios generados con el banco de prueba LFR de
Lancichinetti et al.. La velocidad de ejecucién compite con la de métodos reconocidos,
y nos permite aplicarlo a redes de varios millones de aristas. También hemos puesto
el codigo fuente a disposicién de la comunidad cientifica desde https://code.google.
com/p/commugp/.

A continuacién mostraremos los resultados obtenidos y realizaremos comparaciones

con los siguientes métodos:

= InfoMAP, de Rosvall y Bergstrom, basado en la minimizacion de la longitud de la

descripcion [139].

» Louvain, de Blondel et al., un algoritmo goloso muy eficiente de optimizacion de

la modularidad [24].

» LPM, el método de propagacién de etiquetas de Raghavan et al. [131].

Las instancias generadas con el modelo LFR tienen entre 1000 y 100000 vértices y
parametros de mezclado que oscilan entre 0,05 y 0,80. Los bancos de prueba BENCH1,
BENCH2, BENCH3 y BENCH4 contienen sets de 1600 instancias cada uno. Cada set de 1600
instancias se subdivide en grupos de 100 en los que el pardmetro de mezclado p avanza de
0,05 a 0,80 en pasos de 0,05. De esta forma permiten seguir el desempeno de los métodos
ante estructuras comunitarias de distinta cohesion. Una descripcion mas completa de los
bancos de prueba generados se encuentra en el Cuadro [3.5] Entre las redes reales, hemos
analizado la red de actores, la red de bandas de jazz y la red Web de stanford.edu
(véase el Cuadro [3.6]).

En el Cuadro observamos el desempeno para el banco de prueba BENCH5: un grafo
de 100000 vértices con pardmetro de mezclado 1 = 0,25. Observamos que el tamano de la
particién obtenida (2331 comunidades) es muy cercano al tamano de la particién a priori
del banco de prueba. La informacion mutua entre nuestra particion y la particion a priori
también refleja esta similaridad. Por otra parte es interesante analizar los valores de la
modularidad para las particiones obtenidas a través de diversos métodos. Se manifiesta
claramente el fenomeno de la degeneracion de los picos de la modularidad observado por
Good et al. [81]: particiones cualitativamente distintas —obsérvese por ejemplo el tamano
de la particién obtenida por Louvain— presentan valores de modularidad muy cercanos.
También en la minima longitud de descripciéon hay una diferencia significativa entre
Louvain y el resto de los métodos, si la comparamos con una particién trivial. Por 1ltimo,

la distribucion de tamanos de las comunidades muestra en forma clara las consecuencias
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BENCH1 BENCH2 BENCH3 BENCH4 BENCH5 BENCH6

Instancias 1600 1600 1600 1600 1 1

Tipo heterog. homog. heterog. homog. heterog.  heterog.
ag (vértices) 2.0 - 2.0 - 2.0 2.0

a5 (comunid.) 3.0 - 3.0 - 2.0 2.0
n(Q) 1000 1000 5000 5000 100000 100000
d 10 10 10 10 50 50
imsx 50 50 50 50 1000 1000
Smin - - - - 10 10

Smiéx - - - - 1000 1000
ce(@) - - - - 0.40 -

I variable variable variable variable 0.95 0.60

0,05-0,80 0,05-0,80 0,05-0,80 0,05—0,80

Cuadro 3.5: Listado de bancos de prueba y sus pardmetros.

del limite de resolucién. Mientras que los métodos FGP, InfoMAP y LPM logran extraer
una estructura comunitaria en que la distribucion de tamanos de las comunidades es
heterogénea y responde a la particiéon a priori, Louvain se ve “forzado” a obtener una
estructura comunitaria con tamanos mucho mas homogéneos. Por esta razén, la particion
obtenida tiene una cantidad pequena de comunidades respecto a los demas métodos. El
Cuadro también confirma estos resultados en BENCH6, cuyo parametro de mezclado
es de p = 0,60.

La Figura muestra a través de una serie de bozplots valores estadisticos de los
resultados para 4 sets de bancos de prueba de 1000 y 5000 vértices. Cada set posee 1600
instancias de grafos en las que el parametro de mezclado varia entre 0,05 y 0,80. Los
graficos reflejan la informacion mutua entre las particiones obtenidas y las particiones
a priort en funcién del parametro p. En la Figura se comparan los resultados con
InfoMAP y Louvain. Se observa que InfoMAP obtiene los mejores resultados. En la mis-
ma figura evidenciamos la tendencia de la modularidad a generar particiones pequenas,
tendencia que se acentia a valores mayores del parametro .

En el Cuadro 3.9 se muestran los resultados para una red real: la red de bandas
de jazz, constituida por 198 bandas cuyas conexiones indican que han tenido algin
musico en comin. Como no disponemos de una particién de referencia para calcular las

métricas, hemos comparado los valores de modularidad, longitud minima de descripcién
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football jazz stanford.edu  LiveJournal
n(G) 115 198 255265 4843953
e(G) 613 2742 1941926 42845684
d 10.66 27.70 15.21 17.69
dmaz 12 100 38625 20333
(@) 0.403 0.633 0.653 0.351
Referencia [76] [78] [103] [103]

Cuadro 3.6: Listado de redes reales y sus parametros. Todas las redes se han considerado
como grafos no dirigidos.

e informacion mutua normalizada. Si bien los dos primeros son muy similares entre
los distintos métodos —a excepcién de Louvain—, la informacion mutua revela que las
particiones son estructuralmente distintas.

Hemos analizado también una porcién del grafo de la Web correspondiente al dominio
stanford.edu. Esta red contiene 281903 paginas web enlazadas por 2312497 hipervincu-
lod" El Cuadro [3.10] muestra los resultados.

El caso de la red LiveJournal, de 5 millones de vértices, es particularmente interesan-
te. Por su tamano y las limitaciones de hardware sélo hemos logrado procesarla con los
métodos FGP y Louvain. El Cuadro[3.11|nos muestra que en ambos casos las distribucio-
nes de los grados de las comunidades (d(C)), siguen leyes de potencias. El fendmeno del
limite de escala no se hace manifiesto en Louvain en este caso, porque las comunidades
pequenas no estan conectadas entre si, sino que se encuentran conectadas a las pocas co-
munidades grandes de la red. Sin embargo las diferencias entre los métodos son notables.
FGP detecta 127058 comunidades mientras que Louvain detecta 8491. En FGP, la mayor
comunidad tiene 839473 vértices mientras que en Louvain posee 23993. Destacamos que
en FGP el ajuste de la ley de potencias, a juzgar por la figura del Cuadro es muy
bueno.

Para comprobar esta singularidad respecto a la forma en que estan conectadas las
comunidades de Louvain, hemos tomado las 8 comunidades méas grandes de la particion
(en términos del grado, d(C)), y las més pequenas —aquellas cuyo grado es menor o igual
a 5-, y las hemos visualizado con nuestro software SnailVis [19]. La Figura [3.10| muestra
que las comunidades pequenas no tienen aristas entre ellas.

En conclusién, hemos mostrado que nuestro método FGP, basado en un proceso de

crecimiento uniforme, obtiene estructuras comunitarias a partir de un concepto local de

1486lo hemos considerado la componente conexa mas grande, que contiene al 90 % de las paginas.
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Figura 3.7: Resultados de los bancos de prueba BENCH1-4 (Parte I). Comparacién de los
valores de informacion mutua normalizada de las particiones obtenidas con el método
FGP en los bancos de prueba BENCH1, BENCH2, BENCH3 y BENCH4, en funcién del parame-
tro de mezclado p. Cada caja contiene informacion estadistica de la informacién mutua
para las 100 instancias del set correspondientes a cada valor de p. La raya horizontal
dentro de cada caja representa la mediana de las 100 muestras, mientras que los extre-
mos de la caja corresponden al primer y tercer cuartil. El intervalo completo (whiskers)
abarca desde el minimo hasta el maximo de la muestra.

comunidad. Cuando los grados de las comunidades de la red siguen distribuciones de
cola larga nuestro método permite detectarlas y no presenta el problema del limite de
escala. En los bancos de prueba LFR nuestro método es superado por LPM e InfoMAP,
mientras que en redes reales hemos encontrado resultados bastante similares. Creemos
que una ventaja interesante de nuestro método es su complejidad acotada. Tanto en
LPM como en InfoMAP es dificil hacer un analisis de complejidad. En el primero no
estd garantizada formalmente la convergencia, mientras que en InfoMAP se requiere
de métodos heuristicos para minimizar la longitud de la descripcion, y la complejidad

computacional depende entonces del criterio de detencién.
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FGP InfoMAP  Louvain LPM a priori

C| 2331 2346 314 2336 2346
MI(C, Cupriori) 0.977 1.000 0.882 0.999 1.000
L(C) (long.min.desc.) 10.44 10.21 11.15 10.21 10.21
Q(C) (modularidad) 0.708 0.731 0.727 0.731 0.731
JI(C,Copriori) 0.897 1.000 0.354 0.992 1.000
FCCV(C, Copriori) 0.920 1.000 0.000 0.945 1.000
m 0.298 0.252 0.249 0.252 0.252

o Distribucion de la suma de grados de los comunidsdes _  Distribucion de los tamafios de las comunidades

(: — FGP B — FGP

2 " lowan | 2 ? " lowan |

L R R I T

p(d(C))
107°
p(s(C))
1078

© N

o 3 o 3

N 0

o 3 o 3

colo E NS | NS | L \7 N T olo E NS | T T N T
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Cuadro 3.7: Resultados del banco de prueba BENCH5. (Arriba) Comparacion de las parti-
ciones obtenidas con FGP, InfoMAP, Louvain y LPM para una instancia del banco de
prueba LFR con 100000 vértices. La descripcién de la red se encuentra en el Cuadro |3.5]
A los efectos de interpretar los valores de la minima longitud de descripcion, menciona-
mos que para una particion trivial con una tnica comunidad, su valor seria de 12,82. La
ultima fila, u(C'), representa el pardmetro de mezclado promedio de las comunidades de
la particién. (Abajo) Distribucion de los tamanos de las comunidades para las particiones
obtenidas con FGP, InfoMAP, Louvain y LPM, y para la particion a priori. La distribu-
cién se aproximo con un binning logaritmico. La semejanza entre las distribuciones para
métodos tan diversos como FGP, InfoMAP y LPM es sorprendente.
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FGP InfoMAP  Louvain LPM a priort
C| 1878 2314 150 2104 2315
MI(C, Copriori) 0.914 0.999 0.814 0.989 1.000
L(C) (long.min.desc.) 14.09 13.56 14.37 13.61 13.56
Q(C) (modularidad) 0.343 0.390 0.389 0.391 0.391
JI(C,Copriori) 0.635 0.978 0.189 0.814 1.000
FCCV(C, Copriori) 0.589 0.989 0.000 0.706 1.000
w(C) 0.664 0.601 0.595 0.601 0.601
« Distribucién de la suma de grados de las comunidades 5 Distribucion de los tamafios de las comunidades
- — FGP — FGP
2Ny — InfoMAP i o — InfoMAP i
oL : — Louvain - — Louvain
g - — LPM — LPM
TE \ apriori  j D apriori  j
@ T E d E @ s 3
=102 10° 1007 10 2 10 10t
s(C)

Cuadro 3.8: Resultados del banco de prueba BENCH6. (Arriba) Comparacién de las parti-
ciones obtenidas con FGP, InfoMAP, Louvain y LPM para una instancia del banco de
prueba LFR con 100000 vértices. La descripcion de la red se encuentra en el Cuadro |3.5]
(Abajo) Distribucién de los tamanos de las comunidades para las particiones obtenidas
con FGP, InfoMAP, Louvain y LPM, y para la particién a priori. La distribucion se

aproximo con un binning logaritmico.
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Figura 3.8: Resultados de los bancos de prueba BENCH1-4 (Parte II). (Arriba) Compara-
cion de los valores de informacion mutua normalizada de las particiones obtenidas con
los métodos FGP, Louvain e InfoMAP en los bancos de prueba BENCH1, BENCH2, BENCH3
y BENCH4, en funcién del parametro de mezclado pu. Cada punto representa la mediana
de la informaciéon mutua para las 100 instancias del set correspondientes a cada valor de
1. La informacién mutua normalizada siempre es calculada tomando la particién a prior:
generada por el banco de prueba como referencia. (Abajo) Una estadistica similar para
la relacién entre los tamanos de las particiones, tomando a la particién a priori como
referencia.
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FGP InfoMAP  Louvain LPM
C]| 2 5 4 3
L(C) (long.min.desc.) 6.93 6.92 6.87 6.93
Q(C) (modularidad) 0.282 0.286 0.443 0.282
u(C) 0.079 0.401 0.319 0.165
NMI FGP InfoMAP  Louvain LPM
FGP 1.0000000  0.8310516  0.6048218  0.9531406
InfoMAP 0.8310516  1.0000000  0.5879541  0.8556317
Louvain 0.6048218  0.5879541  1.0000000  0.5866110
LPM 0.9531406  0.8556317  0.5866110  1.0000000

Cuadro 3.9: Resultados obtenidos para la red de bandas de jazz. (Arriba) Visualizacién
de la particién obtenida con el método FGP. La visualizacion fue realizada en Gephi y
el posicionamiento de los vértices se hizo a través de un método dirigido por fuerzas.
Los colores de los vértices representan la comunidad asignada y los tamanos son pro-
porcionales a sus grados. (Centro) Caracterizacién de las particiones obtenidas por los
distintos métodos. (Abajo) Matriz de comparacién de la informacién mutua normalizada
entre las particiones.
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oo

Figura 3.9: Método FGP. Una comunidad del grafo Web de stanford.edu. En la figura
se muestran en verde los vértices que pertenecen a la comunidad (a excepcién del vértice
azul, que también pertenece a la comunidad), y en blanco o gris sus vecinos (es decir,
vértices a distancia 1 de la comunidad) de otras comunidades. Sélo se muestran las aristas
internas a la comunidad (verde oscuro) y aquellas que conectan a la comunidad con los
vértices vecinos (verde claro), pero no se muestran las posible aristas de los vecinos entre
si. El vértice en azul es el primer vértice de la comunidad encontrado por el proceso.
Obsérvese que se trata de un vértice de borde de la misma. El tamano de los vértices en
la imagen es proporcional a su grado. Mientras que los vértices de la comunidad tienen
un grado medio de 40 con un desvio de 10, los vértices vecinos de gran tamano que se
observan estan entre los 15 de mayor grado de todo el grafo, con grados que oscilan entre
20000 y 40000. La imagen fue generada con el software Gephi y los vértices han sido
posicionados con un algoritmo dirigido por fuerzas.




3.5. EL METODO FGP

117

FGP InfoMAP  Louvain LPM
C| 4173 5454 513 4678
L(C) (long.min.desc.) 10.13 9.15 10.47 9.66
Q(C) (modularidad) 0.769 0.846 0.920 0.861
1(0) 0.201 0.198 0.010 0.151
5 Distribucion de la suma de grados de las comunidades 5 Distribucion de los tamafios de las comunidades
— FGP — FGP
— InfoMAP — InfoMAP
o — Louvain o — Louvain
er — LPM I e — LPM I

p(d(C))
1074

107°
T

1078

10° 10" 102 10° 10* 10° 10°

p(s(C))
1074

10° 10* 10°

Cuadro 3.10: Resultados obtenidos para la porcién del grafo Web de stanford.edu. (Arri-
ba) Comparacién de las particiones obtenidas con FGP, InfoMAP, Louvain y LPM. (Aba-
jo) Distribucién de los tamanos de las comunidades para las particiones obtenidas con
FGP, InfoMAP, Louvain y LPM. La distribucién se aproximé con un binning logaritmico.
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FGP Louvain
C| 127058 8491
L(C) (long.min.desc.) 18.05 17.66
Q(C) (modularidad) 0.304 0.727
uw(0) 0.551 0.126
° Distribucion de la suma de grados de las comunidades ° Distribucion de los tamafios de las comunidades
(\l“9 E NI‘? E E
—~ v“? B —_ v‘sz r 3
S e
2 2
S o S
2 ’ 21 ’
=100 10 10* 10° 100 =10 10" 102 10° 10 105 10°
d(C) s(C)

Cuadro 3.11: Resultados obtenidos para el grafo de la red social LiveJournal. (Arriba)
Comparacion de las particiones obtenidas con FGP y Louvain. (Abajo) Distribucién
de los tamanos de las comunidades para las particiones obtenidas con FGP (verde) y
Louvain (violeta). La distribucién se aproximé con un binning logaritmico.
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Figura 3.10: Comunidades obtenidas por Louvain en LiveJournal. Visualizacién de las 8
comunidades més grandes, de todas aquellas con grado menor o igual a 5 y del corte por
aristas entre ellas en la red LiveJournal, de acuerdo a la particién obtenida por Louvain.
Cada circulo representa una comunidad C', cuyo radio es proporcional al logaritmo de su
grado, d(C'). Las aristas entre comunidades tienen un grosor proporcional al logaritmo
del corte por aristas. Observamos que, mientras que las comunidades grandes forman un
clique entre ellas, las comunidades pequenas no tienen aristas entre si. Las comunidades
dibujadas pueden ademas tener aristas hacia otras comunidades de tamano intermedio
que no fueron representadas. La imagen fue generada con el software SnailVis [19].
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Capitulo 4

Estudio de la Conectividad en

Internet

En este capitulo nos proponemos abordar el estudio de Internet como sistema com-
plejo. Comenzaremos explicando la importancia tecnoldgica de su estudio y mencionando
los resultados mas importantes hasta la fecha. En la Seccién presentaremos nuestro
aporte, que vincula la arista-conectividad de la red con la descomposicion en k-nicleos,

y mostraremos los resultados que obtuvimos en recientes exploraciones.

4.1. Introduccion

En sus comienzos, Internet estaba formada por una serie de enlaces troncales de larga
distancia que constituian el llamado backbone. Hacia 1995 este backbone era la red NSF-
Net, cuyos enlaces de 45 Mbps pertenecian al gobierno de los Estados Unidos. En 1995
la red NSENet fue retirada e Internet pasé a ser una red completamente descentralizada.
Sin embargo hoy en dia las grandes companias de telecomunicaciones a nivel mundial
son las que proveen de conectividad a la red a través de enlaces de alta velocidad, que
a su vez son contratados por companias mas pequenas, revendedoras del servicio. Esta
organizacion hace que Internet tenga cierta estructura jerarquica en la que algunos nodos
estdn méas cerca del centro de la red o backbone y mejor ubicados que otrof].

Por otra parte, las companias de comunicaciones en cualquiera de los Tiers poseen
una organizacion interna autonoma del resto de la red. Esto da lugar al concepto de Sis-

tema Autdnomo (Autonomous System, AS). Un Sistema Auténomo de Internet es una

'El concepto de Tier, si bien es algo difuso en su definicién, estd vinculado con dicha estructura
jerarquica. Se suele decir que un Tier I de Internet es una subred que forma parte del backbone de
Internet. Los Tier 2 en cambio se conectan a los Tier Iy los utilizan para alcanzar otras partes de la
red, y a su vez ofrecen el servicio a otros Tiers. Por ultimo, los Tier 3 compran el servicio a los Tiers 2,
también se conectan entre si, y suelen ser los proveedores de acceso a Internet para los usuarios finales.

121
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porcion de la red que se encuentra bajo el control de una o mas companias de comu-
nicaciones, que definen una politica de ruteo dentro del sistema. Es decir, los Sistemas
Autonomos controlan la forma en que se realiza el encaminamiento de la informacion
dentro de ellos, y tienen una visién completa de su propia estructura. La estructura
de un Sistema Autéonomo estd determinada por un grafo de red formado por routers
(vértices) conectados a través de enlaces (aristas).

Podemos distinguir entonces dos niveles del estudio de Internet como red compleja:

» Elnivel de Sistemas Autonomos (ASes), en que los nodos de la red son los Sistemas
Auténomos y los enlaces son los enlaces entre ASes, que surgen a partir de acuerdos

comerciales entre los mismos.

» El nivel de routers (IR, por inter-router level) , de mayor nivel de detalle, formado

por los routers y sus enlaces.

En ambos niveles, resulta de alto valor tecnologico entender la vinculacion entre la
estructura de la red y su funcionamiento. Algunos de los aspectos mas importantes del

estudio de Internet son:

» La latencia: Es la demora en la comunicacién entre dos nodos de la red. Esté rela-
cionada con la demora en los enlaces de comunicaciones y fundamentalmente con

la demora de procesamiento en los nodos, afectada por la congestion.

= El ancho de banda: Es la cantidad de informacién transmitida entre dos nodos
por unidad de tiempo. Si bien depende de la capacidad fisica de los enlaces —que
se vuelve cada vez mayor con el desarrollo de las tecnologias de comunicaciones—,

también es enormemente afectada por la congestion.

» La robustez o resiliencia (resilience): Es la capacidad de la red de soportar una
falla local sin que se produzcan efectos graves en su funcionamiento. Un factor
fundamental que afecta a la robustez es la redundancia, estrechamente vinculada

a la conectividad, es decir, la existencia de multiples caminos entre los nodos.

= La topologia: Internet es un sistema complejo, y presenta distribuciones libres de
escala, comportamiento emergente y carencia de un control centralizado. En par-
ticular, Internet parece estar diseniada para maximizar la tolerancia a fallos (como

sugiere el mecanismo HOT) y el flujo de informacién [127].

Como vemos, la topologia de Internet y su constitucion como sistema complejo afectan
a la congestion y la robustez. De alli la importancia de conocer la estructura del grafo de

red subyacente.
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Dado que Internet es una red dinamica, es imposible obtener de ella una instantanea
completa. Por otra parte, como no es un sistema centralizado, tampoco existe una insti-
tucién o ente que disponga de un registro global de lo que sucede en ella. Por este motivo

uno de los problemas iniciales en el estudio de Internet fue la exploracion de la red.

Exploraciones de Internet Existen hoy en dia diversas instituciones que llevan a

cabo esta tarea. Aqui trabajaremos con las siguientes:

» CAIDA Associationf’t Las exploraciones realizadas por esta asociacién consisten en
enviar paquetes IP —denominados sondas (probes)— desde sitios controlados de la
red —los monitores— hacia distintos destinos. Como el ruteo IP provee informacion
sobre el camino recorrido por los paquetes, es posible a partir de esta informacion
reconstruir parcialmente el grafo. A la fecha (julio de 2013) el sistema cuenta con

alrededor de 80 monitores dispersos por el mundo.

s DIMES Projecﬂ: Es un sistema distribuido compuesto por nodos que participan
voluntariamente. Desde cada nodo se envian paquetes IP con una baja frecuen-
cia. Actualmente (julio de 2013) cuenta con cerca de 400 agentes activos, la gran

mayoria de ellos en los Estados Unidos.

= Route Views Projecf} A diferencia de los anteriores, no realiza mediciones activas
sino pasivas. El proyecto observa las tablas de ruteo BGP de algunos routers de
borde de los sistemas auténomos. Como el protocolo BGP almacena el camino
completo para llegar desde un AS a otro, es posible a partir de las tablas reconstruir
la topologia de la red a nivel de ASes. Sin embargo el método es sesgado porque
algunas rutas entre ASes son ocultas (debido a politicas o acuerdos) y no son

mostradas por BGP.

CAIDA y DIMES proveen informacién a nivel de routers de la red. Como los rou-
ters se identifican por direcciones IPs que estan asociadas publicamente a los Sistemas
Auténomos, es posible deducir el grafo a nivel de ASes a partir del grafo a nivel de
routers. En el caso de Route Views, en cambio, como las tablas BGP rutean entre ASes,

s6lo se tiene una visiéon a nivel de Sistemas Auténomos.

Antes de que surgieran estos proyectos, los primeros trabajos sobre topologia de In-
ternet se realizaron a partir de la observacion de algunas tablas BGP. Este es el caso de

Govindan y Reddy (1997) [82], que observaron que frente al crecimiento en tamano de la

Zhttp://www.caida.org/home/| [34].
3http://www.netdimes.org/new/| [56].
4http://www.routeviews.org/| [151].
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red en sus primeros anos, el didmetro practicamente no mostraba variaciones. En 1998,
Pansiot y Grad reconstruyeron el grafo de Internet a nivel de routers enviando paque-
tes IP entre 11 nodos en distintos puntos de la red [124]. Un anio después, Govindan y
Tangmunarunkit logran construir un mapa mucho mas completo explotando la opcién
de source-routing del protocolo IP [83].

En 1999 Faloutsos et al. presentaron su reconocido trabajo en el que mostraron la
existencia de leyes de potencias en las distribuciones de algunos parametros del grafo
de Internet, como los grados de los vértices y las distancias entre pares de vértices [66].
Para obtener estos resultados, se basaron en observaciones de tablas BGP provistas por
el NLANRP]y en la exploracién a nivel de routers de Pansiot y Grad [124].

El trabajo de Faloutsos et al. tuvo muchas repercusiones. Entre ellas, Pastor-Satorras
et al. confirmaron las distribuciones libres de escala y a la vez observaron un comporta-
miento discordante (disassortative) de los grados de los vértices en el nivel de Sistemas
Auténomos [120], con datos también provistos por el NLANR. Este resultado esté estre-
chamente vinculado con la estructura de Internet: como mencionan Catanzaro et al. [39],
la combinacién de distribuciones libres de escala en los grados con un comportamiento
discordante evita la formacion de una estructura auto-semejante y da lugar a una es-
tructura jerarquica formada por hubs (nodos densamente conectados) que se conectan
con otros hubs, y nodos periféricos que necesitan de los hubs para conectarse entre ellos.

La estructura jerarquica caracteristica de Internet en el nivel de Sistemas Auténomos
se refleja en modelos conceptuales como el jellyfish de Siganos et al. (2006) [146] y el
MEDUSA de Carmi et al. (2007) [38]. En ambos se modela la red con una estructura
en capas. El modelo jellyfish es exigente respecto a la densidad de conexiones dentro
de las capas: se requiere que las mismas constituyan cliques o k-plezos (véase su defini-
cién en la Figura [3.1). En cambio el modelo MEDUSA se inspira en la menos estricta
descomposicién en k-nicleos, que hemos introducido en la Seccién [2.1.3.4]

La descomposicion en k-nicleos es una herramienta 1til en el estudio de la estructura
de Internet. Alvarez-Hamelin et al. [7] mostraron que los k-nicleos de Internet conservan
el comportamiento libre de escala de la red completa: al observar la distribucion de grados
dentro de un nicleo, se encuentra una ley de potencias con el mismo exponente que el de
toda la red. Lo mismo sucede con la distribucién de grados de los vecinos y el coeficiente
de agrupamiento de los vértices en funcion del grado. Por tltimo, los autores confirman
la presencia de un comportamiento discordante.

Por otra parte, los k-nicleos estan estrechamente vinculados con la conectividad. Los
trabajos de Carmi et al. (2006) [37] y de Alvarez-Hamelin et al. (2008) [7] mostraron

® National Laboratory for Advanced Network Research. El proyecto que lo sostenia finalizé en 2006 y
sus recursos quedaron bajo la administracién del proyecto CAIDA.
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empiricamente que los k-nicleos de Internet son k-conexos.

Nuestro aporte en este capitulo consistira en establecer condiciones suficientes para
garantizar la nicleo-conectividad de una red, que definiremos como la k-arista-conectividad
de sus k-nicleos. Mostraremos que estas condiciones se satisfacen en los grafos de In-
ternet a nivel de Sistemas Auténomos. Los resultados de este trabajo se encuentran

publicados en [6].

4.2. Estimaciéon de la conectividad empleando k-ntucleos

Recordemos que la arista-conectividad de un grafo conexo G, £’(G), es la minima can-
tidad de aristas que deben ser eliminadas para transformarlo en un grafo no conexo, y es
equivalente a la capacidad del corte minimo por aristas (véase el Cap. 2, Seccién .
Decimos que G es k-arista-conexo cuando k'(G) > k. Por otra parte, si G es k-arista-
conexo, entonces existen al menos k caminos arista-disjuntos entre todo par de vértices

en G.

4.2.1. Formalizacion del método

Comenzamos introduciendo un teorema de expansién sobre la nocién de distancia:

4.2.1.1. Un teorema de expansion

Dado un grafo simple G, definiremos la distancia entre un vértice x € V(G) y un
subconjunto A C V(G), dg(z, A), como el minimo de las distancias entre v y los vértices
de A. Es decir, dg(x, A) es la distancia desde z hasta el vértice de A més cercano.

(Fig..a) Consideramos en este teorema dos subconjuntos disjuntos ) y C, no vacios, del
conjunto de vértices V(G). Llamamos G’ al grafo inducido por C' = Q U C; es decir,
(Fig..b) G =G|’ ]ﬁ Definimos la distancia contraida entre vértices x,y € () como:

(Fig.[&¢.1].c)
dc//c(JJ, y) = min{dGl[Q] ('Tu y)? dG’ (I‘, C) + dG'(Z/u C>} )

(Fig..d) y entre vértices z € ',y € C' como:

(Fig.[&.1].e)
derc(z,y) = derje(y, v) = da (2, C) .

De esta forma nuestra nocién de distancia contraida queda definida en todo C}

6 Adelantamos aqui que C representard a un k-niicleo més central que proveers de conectividad a Q.
"El nombre distancia contraida puede interpretarse como la distancia en G’ cuando el conjunto C
colapsa a un unico vértice, que se conecta a aquellos vértices en () que eran vecinos de algun vértice en

C.
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&

(a) Grafo G', inducido por C' = C U Q. (b) Dos vértices en @ con distancia con-
traida 2.

' |

(c) Dos vértices en @ con distancia con- (d) La distancia contraida entre el vértice
traida 1. relleno en negro y cualquier vértice de C'
es 2.
/ Q Q
/
C
(e) La distancia contraida entre vértices de (f) El didmetro contraido de G’ es 3.
C es 0.

Figura 4.1: La nocion de distancia contraida.

También definimos la distancia contraida entre un vértice x € C’ y un subconjunto



4.2. ESTIMACION DE LA CONECTIVIDAD EMPLEANDO K-NUCLEOS 127

Q Q

(a) La frontera 9'Q. (b) La frontera 9%Q.

Figura 4.2: Frontera de Q.

A c ', como:
dC//C(fE, A) = %lei,gl dc//C(ZE, a) .

(Fig..f) Por ltimo, introducimos la nocién de didmetro contraido de G' = G[C"] respecto a C'
como

diamcl/c = max dcz/c(l‘, y) .
z,yeC’

Con estas definiciones se cumple que si der /o (2, y) = 2 para algin par 2,y € C’, entonces
existe un z € C' tal que devjo(z,2) = devje(z,y) = 1.

También utilizaremos la siguiente notacién

0Q = {reQ:|x,C] =}
¥Q = {zeQ: |z C)<j}=Q\PQ .

(Fig.. a) Estos conjuntos anidados ¢’() organizan a los vértices frontera de () en relacién con
(Fig.&.2.b) la cantidad de conexiones que tienen con C.

Por dltimo, consideraremos:

<I>C”/C’ = Zmin{méx{l, HiL‘, 82@”}7 HZL', CH}
reQ

Enunciamos entonces el siguiente teorema.

Teorema 1. Dado un grafo simple G' tal que V(G') = C' y C C €', si diamerjoc < 2,

entonces para los cortes por aristas [S,S] en G’ tales que C C S se verifica que:

1. Simaxzegdero(s, S) = 1, entonces |[S, S]| > méx;e5d(3).

8Haremos un pequefio abuso de notacién al escribir |[z, C]| en lugar de |[{x}, C]|.
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2. Si maxzeg doryc(5,S) = 1, entonces |[S, S]] > |9].

3. St maxgeg doryc (8, S) = 2, entonces |S| > ming g d(s).

4. St méxgegdero(5,S) = 2, entonces maxses derjc(s, S) = 1.
5. Si madxsesng derjc(s, S) =1, entonces |[S N Q, S| > méx,esng(d(s) — dc(s))ﬂ

6. Si méxsesng derjc(s, S) =1, entonces [[SNQ, S]] >SN Q).
Demostracion.

1. Sea 5 € S. Dividimos el grado de 5 en dos componentes: dg(3) = |[3,5]| y dg(5) = (Fig..a)
|[3, S]|. Por cada vecino de 5 en S, § aporta una unidad al corte por aristas |[S, S]|. (Fig.E-3.b)
Por otra parte, para cada uno de los vecinos de 5 en S, que también satisfacen
que su distancia a S es 1, se cumple que ese vecino tiene alguna arista hacia S.

Luego: |[S, S] > ds(3) + dg(3) = d(5). Como esta afirmacién vale para todo 5 € S,

obtenemos que |[S, S]| > maxcg d(5)

2. Es inmediato si se observa que para cada 5 € S existe al menos una arista hacia (Fig.l4.3[.c)
S, la cual forma parte del corte por aristas [S, S].

3. En este caso existe algiin 5 € S que no posee aristas hacia S. Para este 5, dg(3) = (Fig.4.3.d)
d(3), y luego |S| > d(5) + 1 > min,g d(3). (Fig.[z.3.e)

4. Siguiendo el razonamiento del punto anterior, si 5 no tiene aristas hacia S entonces (Fig.l4.3|.f)

el camino minimo para llegar a él desde cualquier vértice s € S debe tener longitud
2 (porque el didmetro contraido es menor o igual a 2) y el vértice intermedio de

ese camino debe estar en S. Luego, d(s,S) = 1.

5. Silos vértices en S que pertenecen a () tienen al menos una arista hacia S, entonces
por un argumento similar al del item 1, para cada s € SN las aristas que no van
hacia C' van o bien hacia S o bien hacia otros vecinos en S N que también tienen

al menos una arista hacia S. Luego, d(s) —dc(s) es una cota inferior de [[SNQ, S]]

6. De forma similar al punto[2] esto es inmediato si se observa que para cada s € SNQ

existe al menos una arista hacia S.

9La notaciéon dc(s) designa el grado de s interno a C, conforme a la notacién que usamos en el
Capitulo 3. Es la cantidad de aristas que salen de s e inciden en vértices de C.
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(a) Un grafo G’, inducido por C' = C'UQ, (b) Punto [1} El grado de § es una cota in-
cuyo didmetro contraido es 2, y un corte ferior de |[S, S]|.

por aristas [, 5] tal que C' C S. Para todo

5 € S se cumple que deryo(3,8) = 1.

(c) Punto 2} El cardinal de S es también (d) Modificamos las aristas de los vértices

una cota inferior de |[S, S]|. en Q. El didmetro contraido sigue siendo
2, pero ahora existen vértices en S que no
tienen conexiones hacia S. Para todo 5 € S
se cumple que der (5, 5) < 2.

(e) Punto 5 no tiene aristas hacia S. En- (f) Punto @r Todo vértice en S estd a dis-

tonces el grado de 5 més 1 es una cota in- tancia contraida 2 de 5. Entonces todo

ferior del cardinal de S. vértice en S estd a distancia contraida 1
de S.

Figura 4.3: Ilustracion del Teorema 1.
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Corolario 1. Supongamos que junto a las hipdtesis del Teorema[l] se cumple que

I[S, S]] < E}l’élcrgld(v) :

Entonces:

~

. méxgeg dc//c(g, S) = 2.
2. Hléxseg dcx/c(s,g) =1.

3. [C, S]| > 1.

415N Q| < |18, 8] < minyeod(v) < |S].

(&

. SNQ C d?Q, o lo que es igual, 0°Q C S.

D

. qDC’/C S HS, SH

Demostracion.

1. Es consecuencia del Punto [1| del Teorema 1. De lo contrario todos los vértices de (Fig..a)

S deberfan tener una arista en el corte por aristas, y entonces la capacidad de éste (Fig.&.4.b)

seria mayor o igual al grado de cada 5.

2. Es consecuencia inmediata del Punto 4| del Teorema 1 y de la nueva hipotesis.

(Fig.. c)

3. De lo contrario, todos los vértices en 5 € S deberian tener una conexién hacia (Fig..d)

SN Q, y entonces resultarfa |[S, S]| > d(5).

4. De los Puntos |3| y 4] se deduce la primera desigualdad. La segunda es la hipdtesis

de este Corolario, y la ultima surge del Punto [3| del Teorema 1.

5. Del Punto [5[ del Teorema 1 y el Punto [3| de este Corolario se sigue que:

15,511 = 118 1 Q5] +1(C. 51| > méx (d(s) — de(s))

Entonces para todo s € SN Q, utilizando la hipodtesis:

d(s) > |[S. S]] > (d(s) — dc(s))

de donde d¢(s) > 2, y concluimos que todos los vértices de S N Q pertenecen a la

frontera 92Q.
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(a) Un grafo G, inducido por ¢’ = CUQ, (b) Punto [1] d(s,5) = 2.
de didmetro contraido 2, con un corte por

aristas [9, 9] tal que C C S. Se cumple la

hipétesis adicional |[S, S]| < min,egq d(v).

(c) Punto [2| Los vértices en S N @ necesa- (d) Punto |3l La capacidad del corte por
riamente tienen alguna arista hacia S. aristas [C, S] es al menos 1.

Figura 4.4: Ilustracion del Corolario 1.

6. Como 0°Q C S, se cumple que para s € SN Q:

[, S]] > méx{1, |[s, 0°Q]|}

mientras que para 5 € S se cumple que |[5, S]| > |[5, C]|. Entonces:

15,S]] = [[SNQ,S]+][C, S]]
> Y méx{1,[[s,0°QI} + Y _|[5,C|
seSNQ 5eS
> Poye
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A continuacion utilizaremos el Teorema y Corolario anteriores para enunciar un re-

sultado sobre la k-arista-conectividad del grafo G’.
Corolario 2. Sea k < dy(G'). Si se cumple que:
1. G'[C] es dwin(G")-arista-conexo
2. diamgr/c < 2
Entonces cualquiera de las siguientes condiciones implica que G’ es k-arista-conexo:
1. ®crjc > k
2. 10'Ql > k
3. Q=0'Q

Demostracion. Sea [S, S] un corte por aristas en G’. Mostraremos que bajo las 2 hipdtesis
y cualquiera de las 3 alternativas, se cumple que |[S, S]| > k.

Supongamos en un primer caso que C' queda dividido por el corte por aristas, es
decir, SNC # 0 y SN C # 0. Entonces el corte por aristas [S N C, S N C] estd incluido

en C [S,S]. Pero como asumimos que G'[C] es k-arista-conexo, se sigue que:
1S,8]| >1[SNC,SNC)| >k

Supongamos entonces que C' C S (sin pérdida de generalidad; sélo para seguir la
notacién de los resultados anteriores). Si sucediera que |[S, S]| < k, entonces como k <
dmin(G") < min,eq d(v), se verificaria la hipétesis del Corolario 1.

Sin embargo, la primera de las condiciones contradice el Punto [6] del Corolario.

Por otra parte, si v € 9'(Q entonces v tiene alguna arista hacia C. Luego, v contribuye
en al menos una unidad a ®¢c//c. Entonces la segunda de nuestras condiciones implica
la primera, y nuevamente contradice el Corolario.

Por 1ltimo, si Q = 0'Q entonces todos los vértices de @ tendran alguna arista hacia

C, lo que entra en contradiccién con el Punto [1] del Corolario. n

Notacién. Para resumir las tres condiciones del Corolario 2, utilizaremos la siguiente

notacion:
Ueno(k) = méx{®o /o — k,10'Q| — k,10'Q| — |Q[},  para k < dmin(G') .

De esta manera nuestras 3 condiciones se resumen en: Wer o (k) > 0.
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Observacién: Nuestro Corolario 2 estd intimamente vinculado con el Teorema de
Plesnik [128], que establece que en grafos simples de didmetro 2 la arista-conectividad
es igual al grado minimo. De hecho, la condicién de diametro contraido 2 asegura que
el grafo que se obtendria a partir de G’ contrayendo C' a un vértice es k-arista-conexo
para k < dym(G'). Sin embargo esto no asegura la k-arista-conectividad de G, por ello

se necesita alguna de las 3 condiciones adicionales.

4.2.1.2. Arista-conectividad en sentido estricto y en sentido amplio

Expandiremos a continuacién la nociéon de arista-conectividad para subgrafos indu-
cidos por subconjuntos de vértices A C V(G).

Diremos que un subgrafo inducido G[A] es k-arista-conexo en sentido estricto cuando
G[A] es k-arista-conexo, es decir, cuando todo corte por aristas en G[A] tiene al menos
k aristas o, lo que es lo mismo, existen k caminos arista-disjuntos de a pares entre todo
par de vértices u, v en el grafo G[A].

Diremos que un subgrafo inducido G[A] es k-arista-conexo en sentido amplio cuando
todo corte por aristas [X, X] en G que divide al conjunto A —es decir, tal que X N A # ()
y X N A # (- tiene al menos k aristas. Esto equivale a la existencia en el grafo completo
GG de al menos k caminos arista-disjuntos de a pares entre pares de vértices u,v en A.

Es inmediato observar que si G[A] es k-arista-conexo en sentido estricto, entonces

también es k-arista-conexo es sentido amplio.

4.2.1.3. Construcciéon de conjuntos niicleo-conexos

Vincularemos ahora nuestras nociones de arista-conectividad en sentido estricto y
amplio con la descomposicion en k-ntucleos. Recordemos que un k-ntcleo es un sub-
grafo inducido de grado minimo k, maximal con respecto a esta propiedad (véase la
Seccion . Nuestra hipotesis es que los k-nticleos suelen ser k-arista-conexos. Desa-
rrollaremos entonces un algoritmo que recorre los k-nicleos, desde aquel més central
(de mayor indice k) hacia afuera, y construye un subconjunto C' C V(@) tal que los
k-nticleos del subgrafo inducido por C' son k-arista-conexos en sentido estricto (amplio).

A esta propiedad la denominaremos nicleo-conectividad en sentido estricto (amplio):

Definicién. Diremos que un grafo es nicleo-conexo en sentido estricto (amplio) cuando

todos sus k-nicleos son k-arista-conexos en sentido estricto (amplio).

Seria deseable que todo el grafo G verifique la nicleo-conectividad. Cuando ello no
sea posible, el algoritmo intentard extraer un subgrafo inducido nticleo-conexo lo mas

grande posible.
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GlG]

GIG]

Figura 4.5: k-capas y clusters de un grafo. En este ejemplo el grafo tiene nicleo-
profundidad 5. El k-nicleo central estd incluido dentro del 4-nicleo (azul+celeste). Los
vértices que pertenecen al 4-nticleo pero no al 5-nicleo forman la 4-capa (celeste). La
4-capa tiene 5 componentes conexas (clusters). A su vez, el 4-nicleo estd inmerso en el
3-nicleo (azul+celeste+verde). La 3-capa (verde) estd integrada por 4 clusters.

k-conectividad en sentido estricto FEl algoritmo requiere un subconjunto inicial
con la maxima arista-conectividad posible, por ello comienza por el k-nicleo de mayor
indice k. Como debe verificarse la condicién de didmetro 2 del Teorema de Plesnik, este
kmax-nucleo debe tener una unica componente conexa. En caso que el kys-nicleo tenga
varias componentes conexas, se considerara cada una individualmente.

Si no encuentra ninguna componente conexa de diametro 2 en el k,,4,.-ntucleo, el algo-
ritmo pasard al nicleo inmediatamente inferior, considerando a los vértices del (kpax—1)-
nucleo que no pertenecen al kys-nucleo. A esta “corteza” de un k-nucleo la llamaremos
k-capa (k-shell) (véase la Figura. La k-capa es el subgrafo inducido por los vértices
que tienen indice de capa igual a k. Cada k-capa puede estar formada por varias compo-
nentes conexas, a las que denominaremos clusters. El algoritmo avanzara por las k-capas
hasta encontrar un primer cluster de diametro 2 y grado minimo k. Los vértices de este
cluster formaran el conjunto C' inicial, y como el cluster es k-arista-conexo para k igual
a su k-capa de pertenencia, el grafo G[C] serd niicleo-conexo.

Una vez terminada esta primera parte, se intentara anexar a C' nuevos clusterﬂ
Comenzando por la k-capa inmediatamente inferior, se intentara aplicar el Corolario 2
a cada uno de los clusters del mismo. El cluster de la k-capa ocupara el lugar de @

en el Teorema, mientras que el conjunto C' satisface la hipdtesis requerida de k-arista-

10Es fundamental comprender que, a medida que se agreguen nuevos vértices, la arista-conectividad
de G[C] ird en disminucién, pero G[C] seguird siendo siempre nticleo-conexo.
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conectividadﬂ. Para poder aplicar el teorema en G[C’], con C" = C'N Q, el algoritmo
verifica si se cumple alguna de las 3 condiciones del Corolario 2. En caso afirmativo, el
cluster () se incorporara a CE

El procedimiento recorre todas las k-capas considerando sus distintos clusters hasta
terminar con la 2-capa. En el caso de la 1-capa, las condiciones del Corolario 2 son
demasiado estrictas y simplemente debe verificarse para cada uno de sus clusters que
exista al menos alguna arista hacia C.

El resultado final serd un subgrafo G[C] que satisface la nicleo-conectividad, es decir
que sus k-nucleos son k-arista-conexos en sentido estricto. La complejidad computacional
del algoritmo es de O(e(G)) (véase [0]).

El procedimiento completo se muestra en el Algoritmo [3]

k-conectividad en sentido amplio El procedimiento se muestra en el Algoritmo [4
En este caso nuestro algoritmo cuenta con un conjunto temporal (buffer) B en el que
se almacenan los clusters que no pudieron ser anadidos. Si en algin momento uno de
ellos satisface las condiciones de la linea [£.15] el mismo es agregado a un conjunto D.
Estos clusters agregados tardiamente tienen una conectividad menor en G[C' U D] que
el indice de la capa a la que pertenecian. Sin embargo el valor de k del paso en que
se agregaron asegura la k-arista-conectividad de G[C' U D], que es la hip6tesis requerida
sobre G[C'U D] para poder seguir aplicando el teorema. De esta forma, si bien los vértices
en D no forman parte del conjunto nicleo-conexo, pueden ser utilizados por otros clusters
para establecer sus caminos. La conectividad asi obtenida es una conectividad en sentido
amplio, porque los caminos que conectan a los vértices en el conjunto nicleo-conexo C

obtenido finalmente pueden atravesar el conjunto D final.

4.2.2. Resultados obtenidos

Hemos aplicado nuestros algoritmos al analisis de la nicleo-conectividad de grafos
de Internet a nivel de Sistemas Auténomos (ASes). Los grafos de red se obtuvieron de
exploraciones de CAIDA y DIMES, y se resumen en el Cuadro [.1]

En el Cuadro observamos los tamanos de los subgrafos niicleo-conexos extraidos
a partir de los dos algoritmos. Observamos que en gran medida los vértices del grafo de
Internet a nivel de ASes pertenecen al subgrafo niicleo-conexo. Dentro de este subgrafo

podemos garantizar entonces que para todo par de vértices v y v, la arista-conectividad

"Dado que C es nticleo-conexo y su grado minimo es mayor o igual al k actual, C' es k-arista conexo.

12A] incorporar a @, C tendréd grado minimo k y serd, como consecuencia del teorema, k-nticleo-
conexo. Pero dado que el (k + 1)-nicleo de C no incluye a ninguno de los vértices en @, sigue teniendo
el grado de arista-conectividad previo. Luego, C seguira siendo nicleo-conexo.
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Algoritmo 3: Nicleo-conectividad en sentido estricto
Entrada: S;[G] = {Qk1, Qk2, ---, Qrnr, }» las k-capas de G (desde 1 hasta kpax),
particionadas en sus componentes conexas (clusters)
Salida: C' C V, nucleo-conexo en sentido estricto

31 C « 0
3.2 k< kjae
3.3 inicio
3.4 mientras C' = () y k£ > 1 hacer
3.5 si existe algin @ € Sg|G] tal que diam(G[Q]) <2y dun(G[Q]) > k
entonces
3.6 ‘ C+—CcuQ
3.7 fin
3.8 k< k-1
3.9 fin
3.10 mientras k > 2 hacer
. . , . dzamCUQ C S 2
3.11 mientras eziste algin Q € Si[G] tal que: { \DCUQ/C(IQ) >0 hacer
3.12 C+—CuqQ
3.13 SklG] + Sk|G]\ @
3.14 fin
3.15 k< k-1
3.16 fin
317 | para cada @ € S1[G] hacer
3.18 si |0'Q| > 1 entonces
3.19 ‘ C+—CcuqQ
3.20 fin
3.21 fin
3.22 fin

es de al menos el minimo entre el indice de capa de los dos vértices.

Para comparar la cota inferior de arista-conectividad que asegura nuestro algoritmo
con la arista-conectividad real del grafo, hemos generado las Figuras y 4.8l En ambos
graficos se considera a todos los pares de vértices en el grafo y se los organiza de acuerdo al
minimo entre sus indices de capa, que se encuentra sobre el eje x. Para cada valor de este
minimo se muestra en el eje y un segmento con la media y el desvio estandar de la arista-
conectividad entre los pares de vértices. La arista-conectividad se calcula en dos variantes:
como arista-conectividad en el k-nicleo més pequeno que contiene a ambos vértices —
lo que denominamos arista-conectividad hacia adentro— y como arista-conectividad en
el grafo completo. En ambos casos graficamos simultdneamente la curva f(x) = x que
corresponde a la cota inferior de arista-conectividad garantizada por nuestro algoritmo
para aquellos vértices que pertenecen al conjunto nicleo-conexo. Concluimos que esta

cota es una muy buena aproximacion de la arista-conectividad hacia adentro.
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El calculo de la arista-conectividad se efectudé construyendo un érbol de Gomory-Hu
del grafo completo, o de cada k-nicleo en el caso de la arista-conectividad hacia adentro.

El procedimiento se describe brevemente a continuacion.

4.2.2.1. Arboles de Gomory-Hu

La arista-conectividad de un grafo estda vinculada con el corte minimo por aristas
a través del teorema de Menger para aristas (véase la pag. . Esto implica que la
arista-conectividad se puede calcular aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson de flujo
maximo, colocando pesos unitarios en las aristas. A través de la aplicacion reiterada del
algoritmo de Ford-Fulkerson, Gomory y Hu mostraron que es posible construir un arbol
pesado en las aristas que contiene toda la informacién de la conectividad en el grafo [80].

La Figura muestra un arbol de Gomory-Hu de un grafo sencillo. La lectura de
este arbol se realiza de la siguiente forma: la arista-conectividad entre dos vértices v y w
equivale al minimo de entre las capacidades de las aristas del iinico camino que conecta

a v con w en el arbol.

3 6

Figura 4.6: Cadlculo de la arista-conectividad con drboles de Gomory-Hu. A la izquierda
mostramos un grafo sencillo, y a la derecha un éarbol de Gomory-Hu del mismo. El érbol
contiene la informacién sobre la arista-conectividad entre todo par de vértices v y w
como el minimo de entre las capacidades de las aristas del camino entre v y w. En
particular, el minimo de entre las capacidades de todas las aristas del arbol equivale a
la arista-conectividad del grafo.

4.3. Visualizacion de la conectividad en Internet

Hemos utilizado la herramienta de visualizacién LaNet-vi [5] para graficar la des-

composicion en k-ntcleos de los grafos de Internet. Desde la versién 2.2.0 de LaNet-vi
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Figura 4.7: Arista-conectividad en la red AS-CAIDA 2013. El grafico de la izquierda mues-
tra la arista-conectividad entre todo par de vértices {u,v} en la red, en funcién del
minimo entre sus indices de capa, min{cg(u), cx(v)}. A la derecha se grafica lo que de-
nominamos arista-conectividad hacia adentro, es decir la arista conectividad dentro del
k-nucleo mas pequeno que incluye a los dos vértices v y v. La linea continua representa
la funcién f(x) = z. Los segmentos representan la media y la desviacion estdndar para
cada valor de la abscisa. Observamos que el minimo entre los indices de capa de dos
vértices es muy un buen estimador de la arista-conectividad hacia adentro entre ambos.
La arista-conectividad se calcul6 construyendo un arbol de Gomory-Hu del grafo [80].

incorporamos la posibilidad de encontrar subgrafos nicleo-conexos en sentido estricto y
en sentido amplio utilizando los algoritmos aqui presentados.

En las Figuras y mostramos las descomposiciones en k-nicleos de las redes
AS-CAIDA 2011 y AS-DIMES 2011. Los vértices que no pertenecen al subgrafo nicleo-
conero en sentido estricto se indican en color negro. Nuevamente observamos que son
muy escasos, y vemos que se encuentran en las capas inferiores de la red.

Los gréaficos nos muestran también que el nivel de Sistemas Auténomos de Internet
presenta una nticleo-profundidad elevada, en aumento con el transcurso de los anos.
Entre las exploraciones de CAIDA de 2009 y de 2013, la ntcleo-profundidad de la red
paso de 16 a 24. En la Figura podemos observar como ha evolucionado el ntucleo
mas profundo de Internet entre 2009 y 2013. Observamos a través de las etiquetas junto
a los vértices que los ASes que forman parte del centro de la red suelen mantenerse en
él, aunque se han agregado muchos nuevos. Los Sistemas Auténomos que se encuentran
dentro de este nicleo son los mayores proveedores de conectividad en Internet.

Por 1ltimo, vemos que las exploraciones de DIMES son bastante mas detalladas que
las de CAIDA. En 2011 se encuentra una nucleo-profundidad de 35, a comparacién de

la nuicleo-profundidad de 20 en CAIDA. La k-arista-conectividad se sigue verificando, a
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Figura 4.8: Arista-conectividad en la red AS-DIMES 2011. Arista-conectividad (Izq) y
arista-conectividad hacia adentro (Der) entre todo par de vértices {u,v} en la red, en
funcién del minimo entre sus indices de capa, min{ck (u), cx (v)}. Para més detalles véase

la, descripcién de la Figura

excepcion de en unos pocos vértices.

En este capitulo hemos mostrado de qué manera es posible obtener cotas inferiores
para la arista-conectividad en tiempo lineal con el tamano de grafo. Mostramos también
que en los grafos de Internet a nivel de Sistemas Auténomos estas cotas se ajustan muy

bien a la arista-conectividad hacia adentro.
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Figura 4.9: Descomposicion en k-cores y conjunto nicleo-conexo en sentido estricto de
la red AS-CAIDA 2011. La escala de la izquierda representa el grado de los vértices; la de
la derecha corresponde al indice de capa.
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Figura 4.10: Descomposicion en k-cores y conjunto nicleo-conexo en sentido estricto de
la red AS-DIMES 2011. La escala de la izquierda representa el grado de los vértices; la de
la derecha corresponde al indice de capa.
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Algoritmo 4: Nicleo-conectividad en sentido amplio

Entrada: S;[G] = {Qk1, Qk2, ---, Qrn, } las k-capas de G (desde 1 hasta Kpax),

particionadas en sus componentes conexas (clusters)

Salida: C' C V, nicleo-conexo en sentido amplio

41 O+ 0

42 D«

43 B+ ()

a4 k< kpon

4.5 inicio

4.6 mientras C' = () y k£ > 2 hacer

4.7 si existe algin @ € S|G] tal que diam(G[Q]) <2y dun(G[Q]) > k
entonces

4.8 C+—CuQ

4.10 fin

411 B+ B U S,[G]

4.12 k< k-1

4.13 fin

4.14 mientras k > 2 hacer

4.15 mientras ezxiste algin Q' € B tal que: { diamcupuen/cup) < 2 1 hacer

Y(cupugy/cupy(k) = 0

4.16 D+ DuqQ

4.17 B+ B\{Q'}

4.18 fin

4.19 mientras eziste algin Q € Si[G] tal que: { diam(cupug)/(cup) < 2 }

Y(cupuq)/cup)(k) = 0

hacer

4.20 C+—CuQ

4.21 SklG] + Sk[G]\ {Q}

4.22 fin

4.23 B+ B U Sk[G]

4.24 k+—k—1

4.25 fin

4.26 para cada () € S,|G] hacer

4.27 si [0'Q| > 1 entonces

4.28 ‘ C+—CuqQ

4.29 fin

4.30 fin

4.31 fin
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AS-CAIDA  AS-CAIDA AS-CAIDA AS-DIMES
2009 2011 2013 2011

n(G) 16117 19895 23779 26083

e(Q) 32847 44560 54752 83305

d 4,08 4,48 4,61 6,39

Ao 2012 2465 2818 4517

Emaz 16 20 24 35

cc(@) 0,013 0,014 0,016 0,015

Cuadro 4.1: Listado de grafos de exploraciones de Internet. Para méas detalles sobre las
estadisticas de cada grafo consiltese el Apéndice

V(G V(G)\ Catrice]  IV(G) \ Cuiae]
AS-CATDA 2009 16117 145 94
AS-CATDA 2011 19895 111 72
AS-CATDA 2013 23779 28 24
AS-DIMES 2011 26083 45 34

Cuadro 4.2: Nicleo-conectividad de los grafos de Internet. Nuestro algoritmo obtiene
para cada exploracién un subgrafo niicleo-conexo G[C]. La ntcleo-conectividad implica
que los diversos k-ntcleos de este subgrafo son k-arista-conexos. En esta tabla se muestra
en la segunda columna la cantidad de vértices de la exploracién, y en las siguientes dos
columnas la cantidad de vértices que no pertenecen al subgrafo nicleo-conexo en sentido
estricto y en sentido amplio, respectivamente.
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Figura 4.11: Evolucidn del nicleo central de Internet seqin CAIDA entre 2009 (arriba) y
2013 (abajo). La asignacién de nombres a los Sistemas Auténomos a partir de su nimero
se realiz6 utilizando datos de 2013.
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Capitulo 5

Estudio del Agrupamiento en Redes

Complejas

Los sistemas complejos se encuentran en un punto intermedio entre el orden y el
desorden. Esto hace que exhiban caracteristicas tipicas como el fenémeno de mundo
pequeno y distribuciones de grados libres de escala. El orden, en particular, se manifiesta
fundamentalmente por la presencia de correlaciones en el grafo.

El concepto de orden se vincula a la existencia de una estructura métrica en la
red. Como el coeficiente de agrupamiento (véase pég. [37)) es uno de los invariantes més
sencillos que captura la desigualdad triangular, es muy utilizado para estudiar el orden
en las redes complejas.

En este capitulo discutiremos algunos de los modelos de agrupamiento existentes y
utilizaremos la descomposicion en k-densos para mostrar que algunos de ellos se ajustan
mejor a las redes reales que otros.

Uno de los objetivos de este capitulo es resaltar la importancia de la visualizacion
como herramienta en el estudio de los sistemas complejos. Implementamos una visualiza-
cién de la descomposicién en k-densos como variante de la descomposicion en k-ntcleos,
en el software LaNet-vi 3.0 [5]. Mostraremos que las diferencias entre los modelos se
hacen patentes a simple vista en las visualizaciones.

Los resultados descriptos aqui se encuentran publicados en [50].

5.1. Introducciéon

Los modelos de grafos aleatorios clasicos como el Erdos-Renyi y sus generalizacioned]

no presentan correlaciones y por lo tanto generan grafos con un pobre agrupamiento;

Véase la Seccién m

145
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las vecindades de los vértices tienen mas bien un aspecto de arbol, con pocas conexio-
nes entre los vecinos. Sin embargo estos modelos presentan la ventaja de ser tratables
matematicamente por la sencillez de su descripcion.

Los primeros modelos del agrupamiento intentaron entonces incorporar correlaciones
en forma sencilla, de forma de poder calcular las propiedades en el limite termodinamico.
El modelo de Newman [118] (2009) y el de Gleeson [77] (2009) utilizan métodos que
denominamos basados en cliques (CB, por clique-based clustering).

El método de Gleeson toma como parametro de entrada una distribucion conjunta
v(e, k), que representa la probabilidad de que un vértice tomado al azar tenga grado k y
pertenezca a un cliqgue de tamano c. Utilizando esta distribucién se construye un grafo
formado por cliques que se encuentran embebidos dentro de un grafo mayor en que, si
consideramos a los cliques como vértices, los mismos resultan conectados bajo el modelo
de configuracion clésico. Escogiendo la distribucion 7(c, k) adecuada, se obtiene un grafo
con una distribucién de grados esperada p(k) y un coeficiente de agrupamiento promedio
en funcion del grado.

Los métodos basados en cliques, con una estructura modular formada por cliques co-
nectados entre si, representan un alto nivel de ordenamiento en el grafo. Es posible sin
embargo construir grafos con alto agrupamiento pero con la minima correlacién necesa-
ria entre las aristas. A este tipo de métodos los denominamos de agrupamiento aleatorio
mazimo (MR, por mazimally random clustering). El modelo general que proponemos
aqui se basa en un conjunto de grafos aleatorios exponenciales [125]. Un grafo aleatorio
exponencial bajo ciertos invariantes esperados es un grafo aleatorio en el que la distri-
bucién de probabilidades del grafo es aquella que maximiza la entropia para dicho valor
esperado de los invariantes. En nuestro caso el invariante es la distribucién del coefi-
ciente de agrupamiento de los vértices, que tomamos de la red real, y la distribucion de

probabilidades queda entonces representada por el siguiente hamiltoniano:

k=dmsx (G)

HGY = Y [ (k) ek |

k=1,p(k)0

en donde ¢c*(k) es el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices de grado
k en el grafo G* mientras que ¢cé(k) es el coeficiente de agrupamiento promedio en la
red original. La minimizacion del hamiltoniano se realiza a través de un proceso de
recocido simulado (simulated annealing). Mayores detalles sobre el recableado de los
vértices durante el proceso pueden encontrarse en [50].

Ambos tipos de métodos —basados en cliques (CB) y de agrupamiento aleatorio méxi-

mo (MR)- son en cierta forma opuestos dentro del espacio de los grafos con una distribu-
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cién de grados fija p(k) y coeficiente de agrupamiento promedio ¢é(k). Nos preguntamos
entonces a cudl de entre los dos responden las redes complejas reales. Para responder

esta pregunta utilizaremos como herramienta la descomposicion en k-densos, que fue

presentada en la Seccién [2.1.3.5]

5.2. Calculo de la descomposiciéon en k-densos

Recordemos que un k-denso es un subgrafo maximal cuyas aristas tienen multiplicidad
al menos k — 2. Para calcular la descomposicién en k-densos hemos desarrollado un
enfoque novedoso. En el trabajo original de Saito et al. [I41] se obtiene cada k-denso por
eliminacién sucesiva de las aristas de multiplicidad menor a k — 2, pero al eliminar cada
arista se debe recalcular la multiplicidad de todas las aristas adyacentes a ella. Utilizando
en cambio una estructura que almacena los triangulos asociados a cada arista, podemos
realizar esta actualizacién en forma mucho mas agil.

Nuestro algoritmo de descomposicién trabaja con un hipergrafo H que se construye a
partir del grafo original. Un hipergrafo es una generalizacion del concepto de grafo en que
cada arista esta asociada a un subconjunto no vacio del conjunto de vértices, mientras
que en un grafo estandar cada arista esta asociada a exactamente dos vértices. En nuestro
caso, H tendra un vértice por cada arista del grafo original. Las aristas de H conectaran
una terna de vértices cada una. Tres vértices del hipergrafo estaran conectados por una
arista cuando las aristas asociadas a esos vértices en el grafo original constituyan un
triangulo. En resumen, en nuestro hipergrafo cada arista del grafo original es un vértice,
y cada tridngulo del grafo original es una arista.

Bajo este esquema, hemos demostrado que la descomposicion en k-densos del grafo
original es equivalente a la descomposicién en k-niicleos del hipergrafo (véase [50], Supple-
mentary Information). El conjunto de vértices del k-ntcleo del hipergrafo nos determina
el conjunto de aristas del (k4 2)-denso del grafo. La Figura ilustra el procedimiento.

Dado que la complejidad computacional de la descomposicion en k-nicleos es de
O(e(H)) y que la cantidad de aristas de H es la cantidad de triangulos de G, concluimos
que nuestro algoritmo tiene una complejidad del orden de la cantidad de tridngulos en

G.

5.3. Visualizaciéon de los modelos de agrupamiento

Hemos analizado 3 redes reales de diverso origen: una exploracién de Internet en
el nivel de Sistemas Auténomos obtenida por CAIDA en 2009, la red de confianza de
PGP [25] y la red metabdlica de la bacteria E. Coli [145]. Tomando la distribucién real
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Figura 5.1: Procedimiento para la descomposicion en k-densos. En una primera instancia
se construye el hipergrafo H, cuyo conjunto de vértices es el conjunto de aristas F(G),
y cuyo conjunto de aristas es el conjunto 7" de los tridngulos en G. Luego se calcula la
descomposicion en k-nicleos de H. Finalmente, se asigna a cada arista en G un indice
de denso igual al indice de capa de su vértice correspondiente en H.

de los grados de los vértices y del coeficiente de agrupamiento promedio en funcién del
grado, se construyeron instancias de redes de similar tamano siguiendo: (a) el procedi-
miento basado en cliques de Gleeson [77]; y (b) nuestro modelo de agrupamiento aleatorio
maximo.

En nuestras visualizaciones hemos utilizado como indice para los densos la multipli-
cidad m de sus aristas en lugar del valor de k. Una multiplicidad de m se corresponde
con un (m + 2)-denso o, dicho de otra forma, un k-denso tiene multiplicidad k — 2.

La lectura de los graficos se realiza de la siguiente manera: cada k-denso tiene un
espacio circular en el que se dibuja, aunque el borde de dicho circulo no se muestra. Los
circulos que se observan en las imagenes corresponden a las componentes conexas dentro
del k-denso correspondiente a su color.

Cuando dentro de un mismo k-denso existen numerosas componentes conexas pero
una de ellas es la principal, las pequenas componentes conexas se dibujan alrededor de

la principal, de manera que se observan pequenos circulos alrededor de uno mas grande.
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Es el caso, por ejemplo, de la red original PGP y su modelo MR.

Cuando no existe una componente conexa principal, en cambio, se observa que los
pequenos circulos de un k-denso rodean no ya a una componente conexa, sino al espacio
circular del k-denso inferior, y se observan entonces pequenos circulos de distinto radio.
Esto se ve claramente en el modelo CB de la red metabdlica.

Comenzamos ahora la descripcién de cada figura. En el caso de la red de Sistemas
Auténomos vemos que la red original presenta una estructura jerarquica en la que la
componente conexa principal de cada k-denso esta contenida dentro de la componente
conexa principal del k-denso inferior. Este hecho es bien reproducido por el modelo
MR, mientras que el modelo CB genera una enorme cantidad de pequenas componentes
conexa disconexas en cada k-denso.

Lo que ocurre en la red de confianza de PGP resulta interesante. Al tratarse de una
red social, la red original combina una estructura modular (determinada por la existencia
de numerosas componentes conexas pequenas en los k-densos) junto con una estructu-
ra jerarquica. La estructura jerarquica implica una importante densidad de conexiones
“radiales” entre los k-densos. Como consecuencia de ella, cada k-denso tiene una compo-
nente conexa principal, inmersa en la componente conexa principal del k-denso inferior
(el (k— 1)-denso). Sin embargo el modelo CB produce una simple estructura modular
sin jerarquia. Todas las componentes conexas son muy pequenas.

Por tltimo, en la red metabdlica —-mucho més pequena que las anteriores— se observa
claramente la estructura jerarquica de la red original, que no logra ser capturada por el
modelo CB. Nuevamente este modelo obtiene una estructura modular que no es propia
de este tipo de redes bioldgicas.

En conclusién, hemos mostrado a través de estas visualizaciones que el modelo CB,
a pesar de reproducir correctamente el coeficiente de agrupamiento, no logra modelar

correctamente aquellas redes que poseen una estructura jerarquica.
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Figura 5.2: Descomposicion en k-densos del grafo de Sistemas Autonomos de Internet. Se
muestran la red original (Arriba), la obtenida bajo el modelo de agrupamiento aleatorio
maximo (MR) (Izquierda) y la obtenida con el modelo basado en cliques (CB) (Derecha,).
La escala de colores se determina en base a la denso-profundidad de la red original, que
en este caso es 21. En las redes obtenidas a través de los modelos, todos los vértices con
indice de denso mayor ¢ igual a 21 se colorean también en rojo. Las denso-profundidades
en los modelos son 27 (MR) y 58 (CB).
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Original

Figura 5.3: Descomposicion en k-densos del grafo de la red PGP. Los gréficos corres-
ponden a la red original (Arriba), el modelo de agrupamiento aleatorio méximo (MR)
(Izquierda) y el modelo basado en cliqgues (CB) (Derecha). La escala de colores se de-
termina en base a la denso-profundidad de la red original, que en este caso es 25. Las
denso-profundidades en los modelos son 23 (MR) y 36 (CB).
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Original

MR

Figura 5.4: Descomposicion en k-densos del grafo de la red metabdlica de E. Coli. Los
graficos corresponden a la red original (Arriba), el modelo de agrupamiento aleatorio
méaximo (MR) (Izquierda) y el modelo basado en cliques (CB) (Derecha). La escala de
colores se determina en base a la denso-profundidad de la red original, que en este caso
es 5. Las denso-profundidades en los modelos son 9 (MR) y 14 (CB).




Capitulo 6
Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la problematica de la modelizacion combinatoria de
los sistemas complejos y hemos presentado algunos modelos adecuados para caracterizar
redes complejas.

Hemos puesto especial atencion al problema de la complejidad computacional de los
modelos, v en cada uno de nuestros aportes procuramos que las soluciones propuestas
fueran escalables y pudieran aplicarse a redes de gran tamano.

Los métodos que desarrollamos pueden ser clasificados en tres grupos:

s Fl] descubrimiento de estructura comunitaria.

= La caracterizacién de invariantes de las redes complejas, como la arista-conectividad

y el coeficiente de agrupamiento (clustering).
» La visualizacion de redes.

En el Capitulo [3] hemos caracterizado la denominada estructura comunitaria en las
redes complejas. El desarrollo de modelos de estructura comunitaria es de importan-
cia practica porque permite explicar el comportamiento colectivo y predecir grupos de
afinidad en las redes sociales. En las redes biolégicas también es utilizado para infe-
rir funcionalidad a partir de la estructura. Entre nuestros aportes dentro de esta area

destacamos:

s FEl desarrollo de una formalizacion de la modularidad, que nos permitié expresar
en forma precisa y simple el problema del limite de escala [33]. Una formalizacién

similar fue luego utilizada para describir nuestro proceso de crecimiento [20)].

= La propuesta de un método local de descubrimiento de comunidades. Nuestro méto-
do basado en un proceso de crecimiento de una funcién objetivo tiene como ventaja

principal que puede aplicarse a redes de gran escala. Lo hemos comparado con los
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métodos més conocidos de descubrimiento de comunidades y vimos que, respecto
a aquellos basados en la optimizacién de la modularidad, el proceso de cremiento
soluciona el problema del limite de escala. Respecto a métodos como InfoMAP
y LPM, cuyos resultados son cualitativamente muy buenos, nuestro método local

tiene una complejidad baja y acotada.

= La justificacion del método. Mostramos que el proceso de crecimiento tiene un com-
portamiento correcto en el limite termodindmico cuando los vértices de la comu-
nidad poseen un parametro de mezclado caracteristico. Optimizamos el algoritmo y
las estructuras de datos para obtener una complejidad de O (n(G) « dpmax + €(G) - log(n(G))),
y lo aplicamos en redes de hasta 5 millones de nodos. Hemos observado que en mu-
chas redes reales nuestro método obtiene comunidades de muy variado tamano y
con distribuciones que pueden ajustarse a leyes de potencias, de acuerdo con lo

esperado [20].

En el Capitulo {4 investigamos la topologia de Internet a través de la descomposi-
cién en k-nucleos e hicimos un estudio minucioso de la relacion entre ellos y la arista-
conectividad. Nuestro aporte fundamental ha sido desarrollar un algoritmo de baja com-
plejidad que permite garantizar un minimo de arista-conectividad entre los vértices de
la red a partir de la verificacién de condiciones simples. Hemos mostrado que estas con-
diciones se cumplen para la mayoria de los vértices del grafo de Internet, tanto a nivel
de Sistemas Auténomos como a nivel de routers. La obtencién de cotas inferiores para la
conectividad en las redes de flujo de informacion como Internet es de gran importancia
practica, porque permite a los proveedores garantizar una cierta robustez ¢ calidad de
servicio a los usuarios. Con nuestro algoritmo de niucleo-conectividad en sentido estricto
podemos obtener estas cotas en un tiempo de O(e(G)) [0].

En el Capitulo B, por ultimo, estudiamos algunos modelos de agrupamiento y los
comparamos con redes complejas reales a través de la descomposicion en k-densos. Hemos
propuesto un algoritmo eficiente para calcular la descomposicién, cuya complejidad es del
orden de la cantidad de triangulos en el grafo. Utilizamos la visualizacion de los k-densos
para mostrar que el fenémeno del agrupamiento es mejor modelado por los métodos de
agrupamiento aleatorio méximo que por aquellos basados en cligues [50].

A lo largo de toda la tesis hemos hecho énfasis en los modelos de visualizacion.
Hemos mejorado y agregado funcionalidades a la herramienta de visualizacion LaNet-vi,
incorporando la descomposicién en k-densos y la visualizacion de la niicleo-conectividad,
junto con otras mejoras menores. LaNet-vi fue utilizado ampliamente en el Capitulo
para visualizar los conjuntos nicleo-conexos que encontramos en el grafo de Internet, y

en el Capitulo 5| para comparar modelos de agrupamiento a partir de la descomposicion
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en k-densos.
Todos los métodos desarrollados estan publicamente disponibles a la comunidad

cientifica desde los siguientes accesos:

s CommUGP (descubrimiento de comunidades locales utilizando un proceso de cre-

cimiento uniforme): https://code.google.com/p/commugp/

» LaNet-vi (visualizacién de k-nicleos y k-densos y cdlculo de conjuntos nicleo-

conexos): http://lanet-vi.fi.uba.ar/

» SnailVis (visualizacién de estructura comunitaria): http://cnet.fi.uba.ar/mariano.

beiro/snailvis.tar.gz

» DeltaCom (algoritmo de optimizacién golosa de la modularidad): http://sourceforge.

net/projects/deltacom/

Los resultados de este trabajo fueron publicados en los siguientes articulos en revistas

ternacionales:

M.G. Beiro, J.R. Busch, S.P. Grynberg, and J.I. Alvarez-Hamelin. Obtaining com-
munities with a fitness growth process. Physica A: Statistical Mechanics and its Appli-
cations, 392(9):2278 — 2293, 2013.

J.I. Alvarez-Hamelin, M.G. Beird, and J.R. Busch. Understanding edge connectivity
in the internet through core decomposition. Internet Mathematics, 7(1):45-66, 2011.

P. Colomer de Simén, M.A. Serrano, M.G. Beiré, J.I. Alvarez-Hamelin, and M. Bo-
guna. Deciphering the global organization of clustering in real complex networks. Scien-
tific Reports, 3(2517), 2013.

También se puede consultar:

J.R. Busch, M.G. Beirg, and J.E. Alvarez-Hamelin. On weakly optimal partitions in
modular networks. CoRR, abs/1008.3443, 2010.

M.G. Beirg, J.R. Busch, J.I. Alvarez-Hamelin. SnailVis: a paradigm to visualize
complex networks. Simposio Argentino de Tecnologia, 39° JAIIO (Jornadas Argentinas

de Informaética e Investigacién Operativa), Buenos Aires, 2010.


https://code.google.com/p/commugp/
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http://cnet.fi.uba.ar/mariano.beiro/snailvis.tar.gz
http://cnet.fi.uba.ar/mariano.beiro/snailvis.tar.gz
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http://sourceforge.net/projects/deltacom/

156 CAPITULO 6. CONCLUSIONES



Apéndice A
Leyes de Potencias

En los sistemas complejos se observan a menudo parametros cuya funcion de densi-
dad de probabilidad sigue una ley de la forma f(x) oc 7%, que por su estructura suele
denominarse ley de potencias. A diferencia de distribuciones mas clasicas como la bi-
nomial o la normal, las leyes de potencias tienen una lenta atenuacién con respecto a
valores crecientes de la variable aleatoria. Esto da lugar a interesantes fenémenos, como
ser que la concentracién de probabilidad para grandes valores de la variable apartados
de la media sea no despreciable, o que la media no tenga demasiada relevancia como
estimador de una muestra, por ser la varianza demasiado grande.

Una de las primeras observaciones de este comportamiento la realizé V. Pareto en
1906 al estudiar la distribucion de la riqueza en la poblacién. Su observacién de que “el
80 % de la riqueza en Italia estaba concentrada en el 20 % de la poblacién” es una con-
secuencia de una ley de potencias en la distribuciéon de la riqueza. Las leyes de potencias
pueden observarse al estudiar la concentracion de poblacion en las ciudades [116], las
magnitudes de los terremotos [88], las citas en las publicaciones cientificas [55], o los
hipervinculos entre paginas web [3]. En los sistemas complejos, los valores del exponente
de las leyes de potencias observadas suelen estar en el rango 2 < o < 3 [116].

Muchas de las variables estudiadas en los sistemas complejos toman valores discretos.
Es el caso de la cantidad de hipervinculos de una péagina web, la cantidad de coautores
que han escrito trabajos cientificos con un determinado autor, o la cantidad de aristas
que confluyen en un nodo de una red (ya sea una red de transito, de comunicaciones, de
personas, etc), lo que se conoce como grado del nodo. En estos casos, podemos modelar las
variables como variables aleatorias discretas, o bien podemos realizar una aproximacion
continua —que funcionara muy bien cuando el nimero de muestras es muy elevado y las
funciones de distribucién continua y discreta se asemejen—. Comenzaremos analizando
este ultimo caso, es decir, que la variable tiene una distribucion continua, y dejaremos

para una seccién posterior la discusion sobre leyes de potencias discretas.
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A.1. Propiedades matematicas de las leyes de po-

tencias continuas

Diremos que una variable aleatoria continua X sigue una ley de potencias cuando su

funcion de densidad es de la forma
flz)=Cx™ 2> xpm >0,

con > 1. El soporte debe comenzar en algin z.,;, > 0 porque x~¢ tiene una
singularidad no integrable en el origen'] El valor de la constante C' se deduce al exigir

que la funciéon de densidad tenga area 1:

o)

Cre=1=C=(a—1)-22" .

Tmin m
Las leyes de potencias tienen momentos de orden m finitos sélo para m < a — 1. Por
ejemplo, para el rango habitual de valores 2 < o < 3 la media es finita pero la varianza

no. En los casos en que son finitas, la media p y la varianza o2 valen:

* Tmin o = - X

La cola de la funcién de distribucion de X también sigue una ley de potencias, pero con

un exponente [ corrido en una unidad respecto a a:

o) T —(a—1) T -8
Glo) =Pl >al= [Teoar= () = (L) azamp—ant.

Lmin Lmin

La funcién de distribucion inversa G de X es:

G_l(y> = Tmin ° y_l/ﬂ .
Esta tltima férmula es particularmente ttil para generar muestras de la variable X a
partir de muestras de una variable uniforme U(0, 1).

Es habitual graficar las leyes de potencias en el plano cartesiano con ambos ejes en

escala logaritmica. Asi, si llamamos ¢y’ = log(y) y 2’ = log(x), tenemos que:

ITambién se puede hablar de leyes de potencias con exponentes menores a 1, pero las mismas no son
de importancia préactica en el estudio de sistemas complejos. En estos casos la funcién z~¢ tiene una
singularidad no integrable en infinito en vez de en 0.
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Es decir que en escala log-log observamos una recta que decrece con pendiente —a. La

figura ilustra la situacion con una ley de potencias de exponente a = 3 graficada en

escala lineal y en escala log-log.

10°

1072
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107°
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Figura A.1: Leyes de potencias. Ley de potencias
graficada en escala lineal (izq) y log-log (der).

con exponente «

3ny‘m1’n:1

A.2. Ajuste empirico de leyes de potencias continuas

Las leyes de potencias generalmente se observan a partir de tomar cierto niimero de

muestras de la variable en el sistema en estudio. Por ello abordaremos el problema del

ajuste de leyes de potencias a partir de datos empiricos.

Dada una muestra aleatoria (X7, Xs, ..., Xy) de una variable aleatoria continua X que

suponemos distribuida siguiendo una ley de potencias, podemos aproximar la funcién de

densidad con un histograma. Un histograma es un conjunto de puntos (x;,v;) que se

obtiene a partir del siguiente procedimiento denominado binning:
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1. Se define una secuencia (m;) de M intervalos o bins consecutivos de la forma [a;, b;),

cont=0,1,...,M — 1, de manera que:

a) g = Tmin
b) a;j="b;_y parai=1,2,..., M —1
C) br—1 = Tmax -

2. Se cuenta la cantidad de muestras dentro de cada intervalo: .S; = Zjlv 1{X, € m;}.

3. Por cada intervalo se define un punto del histograma (z;,y;) = (ai, ﬁ)

El histograma tiene la propiedad de que los valores de y; representan la probabilidad
de que una de las muestras tomada al azar caiga en el intervalo m;, normalizada por
la longitud del intervalo, de manera de representar una aproximacién por rectangulos
de la funcién de densidad de probabilidad. Al construir un histograma se debe escoger
una subdivisién en intervalos del soporte de la variable aleatoria. En otros contextos, es
frecuente utilizar una division equiespaciada, y escoger la cantidad de intervalos segtn
distintas reglas, como ser que que los intervalos tengan determinada longitud, que ha-
ya un minimo de muestras por intervalo, o que haya la misma cantidad de muestras
promedio por intervalo que cantidad de intervalos, por ejemplo. Sin embargo, en las
distribuciones que siguen leyes de potencia —o distribuciones de cola larga en general—
construir el histograma con un binning equiespaciado en la escala lineal suele presentar
dos problemas: (i) introduce mucho ruido para valores grandes de la variable aleatoria; y
(i) al transformarlo a escala log-log los bins del histograma se acumulan hacia la derecha
del grafico, dejando relativamente poco muestreados los valores pequenos de la variable,
que son los més frecuentes. Lo mas habitual es entonces realizar un binning logaritmico:

esto lograra que los bins queden equiespaciados al visualizarlos en escala logaritmica.

Binning logaritmico. El binning logaritmico se construye de la siguiente forma:

Ay = Tmin

T L/(M=1) Lo 1/ (M=)

a; = Q;_q - para i=1,2,....M-1 .

Lmin Lmin

En la escala logaritmica los limites de los bins se encontraran en:

ag =1og(Tmm)

a; =log(zmm) + MZ_ : log (xméx> para i=1,2,... M-1 .

Lmin
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Los puntos del histograma logaritmico seran (z},y.) = (a;, log (%))

Estimacion de parametros. Cuando el histograma logaritmico parece revelar una
ley de potencias el siguiente problema consiste en estimar los dos parametros de la

distribucion, Ty, v a:

» Kl valor de 2, suele desprenderse directamente del significado de la variable que
estamos modelando. También es muy frecuente que se tome como valor de Z,z, al

minimo entre todas las muestras obtenidas.

= El valor de & en muchos casos es ajustado por regresiéon lineal, es decir, buscando
la recta ' = log(C) — &a’ que minimiza el error cuadrdtico medio de los pares
de puntos (z},y.) del histograma logaritmico. Sin embargo, se ha observado que
la regresion lineal para ajustar leyes de potencias suele tener un elevado margen
de error, y que es ampliamente superada por el método de maxima verosimilitud
(maz-likelihood) [116), [46].

Regresién lineal. La regresion lineal ajusta los puntos a una recta vy’ = Ax'+ B.

De acuerdo con lo visto anteriormente, A = —& y B = log(C'). Como la regresion

lineal no estd sujeta a la restriccion C = (& — 1) - 2.1

los valores de a y C'
que se deduzcan de aqui no corresponderan necesariamente a una distribucion de
probabilidad. Una solucién es simplemente considerar el & calculado por la regre-
sion, y deducir Ca partir de un x,; conocido a priori. Otra posibilidad es escoger
el Zm, de manera que la funcién de distribucion de probabilidad esté realmente

comprendida en la recta de la regresion lineal.

En el planteo por regresion lineal, siendo X’ el vector columna de las coordenadas x
de los puntos del histograma logaritmico, e y’ el vector columna de las coordenadas
y:

(4 B)=z"272" .y,

en donde Z = ( x 1 ) y 1 es un vector columna de M unos. Operando, esto da

como resultado:

A MO vy — 2 )y
MY o = (X )
B LU (S — Vel
S = ()
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Maxima verosimilitud. FEn el planteo por méxima verosimilitud se calcula la
funcién de densidad conjunta de la muestra (X, Xs, ..., Xy ), parametrizada con
Q'Y Tmm, ¥ se la evalia en el punto (xi, s, ..., z,) muestreado. Al resultado de
este calculo, en tanto funcion de los pardmetros o y xym, lo llamamos funcion de

verosimilitud (likelihood) L0 ymin|T122...2N):

N
foun. (T1T9...xN) = Hfoz,mm;n@i) = L{aZTymm|T1T9...2N) -
1=1

Siendo que las muestras pertenecen a variables independientes, identicamente dis-
tribuidas y con una distribucion ley de potencias, la funcién de verosimilitud se
puede expresar de la siguiente manera:

N

o ,
| | x; a> 1, Ty, < min(zy, g, ..., TN) .
i=1

Nx(a—l)N

L{axpm|T120..28) = (@ — 1)V a0

Las estimaciones de a y &, corresponderan al punto donde se produce el maximo

de la funcion de verosimilitud:

(&, Tmm) = arg max L(aTmm|r122...2N) -

(avxml'n)

L(axmm|T129...xx) es estrictamente creciente en Zg,. Luego, su méximo tiene
coordenada Ty, < min(x,xe, ..., Ty ), mientras que la coordenada ¢ es el resultado

de la siguiente maximizacion:
& = arg max L(aZmm |T129...2N) .
[e%

Por conveniencia maximizaremos el logaritmo de la funcién L(a@pm|T12s...25):

N
InL(aZmi|T122...25) = In <(a — l)Nigf(f_l) Hxi_o‘> =

=1

N
= Nin(a— 1) + N(a — D)in(Zmm) — Zmz :
i=1

El valor de o que maximiza [nL es
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Ejemplo. Para ilustrar los métodos desarrollados en este apartado, se generaron
un milléon de muestras de una ley de potencias continua con xy, = 1y a = 3. En la
figura se muestra el histograma en escala logaritmica, junto con el & estimado por

minimos cuadrados y por maxima verosimilitud.

10°

T T T — T

—— Cuadrados minimos, 0=3.08
—— Max-likelihood, 0=3.00

(x
107
T

1078
T

1078

10° 10°

Figura A.2: Estimacion de leyes de potencias. Histograma de un millon de muestras
de una ley de potencias continua con x,;, = 1 y a = 3. La estimacion por cuadrados
minimos (celeste) dio un coeficiente av = 3,08. Por méxima verosimilitud (rojo) se obtuvo
a = 3,00.

Estimacion del maximo. Al muestrear una ley de potencias, suele ser muy 1til
estimar cudl sera el valor maximo de entre todas las muestras. Es interesante la obser-
vacién hecha en [115], segin la cual el valor esperado del méaximo de entre N muestras
de una ley de potencias continua es cercano a aquel valor para el cual la probabilidad

acumulada a derecha es igual a 1/N, es decir:

E[Xmax] = E[max(X1, Xo, .. Xy)] = Na1 = NF .

A.3. Propiedad libre de escala

Las funciones de densidad de las leyes de potencias presentan la interesante propiedad

de invariancia ante cambios de escala. Esto quiere decir que un cambio de variable
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7 = c¢X conserva la funcion de densidad:

fz(2) = fz(cx) = %fx(:v) x fx(cx) 2> cTmm -

En efecto, las distribuciones de las leyes de potencias son las tinicas funciones continuas y
derivables que presentan esta propiedad, como se mostrara a continuacion. Supongamos

que una funcién f satisface

f(@) =g(c)f(cx) x>0

Dado que este comportamiento se verifica para todo ¢ > 0, derivamos respecto a c:

0= g'(c)f(cx) + zg(c)f'(cx) .

Para ¢ = 1:

Finalmente la restriccion de area 1 para ser una distribucién de probabilidad restringe
las posibilidades a o > 1 y a considerar un x,;, > 0.

La consecuencia de la invariancia de escala es que —volviendo a uno de los ejemplos
iniciales— si observamos la distribucién de la riqueza, es indistinto que la midamos en
dolares, millones de ddlares, yenes, o su equivalente en oro: siempre encontraremos una
ley de potencias con el mismo exponente a.

Comparemos este comportamiento con el que encontramos en las leyes exponenciales.
Tomemos como ejemplo el tiempo de vida de un componente electrénico, que se mode-
la habitualmente con una distribucién exponencial A\e=**. Esta distribucién tendrd un
exponente \ix si medimos el tiempo en meses, y un exponente distinto, Ay = 12X, al
medirlo en anos. Es decir, la “forma de la funcién de densidad” se mantiene, pero no
asi sus parametros. Las leyes de potencias, en cambio, conservan la distribucion de la

variable luego del escalado.
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A.4. Leyes de potencias discretas

Como mencionamos al comienzo de este apéndice, también es posible trabajar con

leyes de potencias discretas, de la formaf
pk)=Ck™ k>ky>0keN

con « > 1. El valor de la constante C es:

1

C B C(Ck, kO) ’

en donde ((a, ko) es la funcién ¢ de Hurwitz:

Cloko) =) k™

k=ko
La media es finita para a > 2 y toma el mismo valor que en el caso continuo:

(o —1)

Tl

La cola de la funcién de distribucién es:

o S(e0K)
k)= E E=2>—%, kE>k.

Los métodos matematicos para trabajar con leyes de potencias discretas suelen ser
bastante méas trabajosos. Por ejemplo, el ajuste por méaxima verosimilitud arriba a una
ecuacion trascendente que involucra a la funcién ((«), a ser maximizada por métodos

numéricos.

A.4.1. Ajuste de leyes de potencias discretas con leyes conti-

nuas

Dadas estas dificultades, es muy habitual aproximar las leyes de potencias discretas
con leyes continuas; este es el método empleado en el presente trabajo. Los ajustes
con leyes de potencias continuas se construyen de la misma forma que se explico en la
seccion [A.2} el histograma, el binning logaritmico y la regresién lineal siguen el mismo

procedimiento. Para la estimacién de a por maxima verosimilitud, es conveniente el

2No es ésta la tnica generalizacién de la ley de potencias continua. Existen otras como la basada en
la funcién Beta, o la distribucién de Yule. Véanse las referencias [116] 46].
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estimador

que difiere ligeramente de su version para leyes de potencias continuas, y tiene mayor

precision [46].

A.5. Otras distribuciones de cola larga

Las leyes de potencias se enmarcan dentro de un grupo de distribuciones denominadas
de cola larga (heavy-tailed), que se caracterizan por tener un caida mas lenta en x — oo
con respecto a la de una distribucién exponencial. Es decir:
x
lim —f( ) = 00
rz—o00 e~ T
Ejemplos de otras distribuciones de cola larga son la distribucion log-normal, la dis-

tribucion de Lévy y la distribucion t de Student.
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Cuadro B.1: Red de football. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucién de
grados de los vértices. Abajo, de izquierda a derecha: el k,,,, en funcion del grado, el coe-
ficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcion del grado, y un histograma
del coeficiente de agrupamiento de los vértices.
Fuente de los datos: [76].




169

Bandas de jazz
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Cuadro B.2: Red de bandas de jazz. Arriba a la izquierda, una histograma de la distri-
bucién de grados de los vértices. Abajo, de izquierda a derecha: el k,,, en funcion del
grado, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcion del grado, y
un histograma del coeficiente de agrupamiento de los vértices.

Fuente de los datos: [78].
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Web (stanford.edu)
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Cuadro B.3: Red de la Web de stanford.edu. Arriba a la izquierda, una histograma de
la distribucion de grados de los vértices, y el ajuste por maxima verosimilitud a partir
de k = 10. Abajo, de izquierda a derecha: el k,, en funcién del grado y su ajuste por
cuadrados minimos a una ley de potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los
vértices en funcién del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias,
y un histograma del coeficiente de agrupamiento de los vértices. Sélo se considerd la
mayor componente conexa de la red (90,6 % del total de vértices).
Fuente de los datos: Stanford Large Network Dataset Collection http://snap.
stanford.edu/data/web-Stanford.html [103].
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AS-CAIDA 2009
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Cuadro B.4: Red AS-CAIDA 2009. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucion
de grados de los vértices, y el ajuste por méaxima verosimilitud. Abajo, de izquierda a
derecha: el k,, en funciéon del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de
potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién del grado y
su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma del coeficiente
de agrupamiento de los vértices.

Fuente de los datos: The CAIDA UCSD IPv4 Routed /24 Topology Dataset - 2009-07-02,
http://www.caida.org/data/active/ipv4_routed_24_topology_dataset.xml.


http://www.caida.org/data/active/ipv4_routed_24_topology_dataset.xml

172 APENDICE B. REDES UTILIZADAS
09 T T T
Invariante Valor
n(G) 19895
= | e(Q) 44560
ce(@G) 0,014
=3 ] (€ 0,500
zef ]
a(G) —0,170
diam(QG) 9
o f 3 d 4,48
L | dmé,x 2465
; p(K) ;
o f(k)=0.74K 2 ] kmsx 20
9100 10" 102 10° 10*
k
z .
No - E
o = c 5
= % _g
X o §
E 2 o
S
Knn(k) ois . cc(k) . H H
5 f(K)=870k™ 5 f(k)=1.56K i} JINIRIE E]‘ m

10° 10’ 102 10°
k

10° 10’ 102 10°
k

0.05

0.35

0.65

0.95

Coef. de agrupamiento

Cuadro B.5: Red AS-CAIDA 2011. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucion
de grados de los vértices, y el ajuste por méaxima verosimilitud. Abajo, de izquierda a
derecha: el k,, en funciéon del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de
potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién del grado y
su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma del coeficiente

de agrupamiento de los vértices.
Fuente de los datos: The CAIDA UCSD IPv4 Routed /24 Topology Dataset - 2011-06-30,

http://www.caida.org/data/active/ipv4_routed_24_topology_dataset.xml.
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AS-CAIDA 2013
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Cuadro B.6: Red AS-CAIDA 2013. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucion
de grados de los vértices, y el ajuste por méaxima verosimilitud. Abajo, de izquierda a
derecha: el k,, en funciéon del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de
potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién del grado y
su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma del coeficiente
de agrupamiento de los vértices.

Fuente de los datos: The CAIDA UCSD IPv4 Routed /24 Topology Dataset - 2013-07-03,
http://www.caida.org/data/active/ipv4_routed_24_topology_dataset.xml.
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Cuadro B.7: Red AS-DIMES 2011. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucion
de grados de los vértices, y el ajuste por méaxima verosimilitud. Abajo, de izquierda a
derecha: el k,, en funciéon del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de
potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién del grado y
su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma del coeficiente
de agrupamiento de los vértices.
Fuente de los datos: DIMES, Distributed Internet MEasurements and Simulations, http:

//www.netdimes.org/.
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Cuadro B.8: Red LiveJournal. Arriba a la izquierda, una histograma de la distribucion
de grados de los vértices, y el ajuste por maxima verosimilitud a partir de & = 50.
Abajo, de izquierda a derecha: el k,,, en funcion del grado, el coeficiente de agrupamiento
promedio de los vértices en funcién del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una
ley de potencias, y un histograma del coeficiente de agrupamiento de los vértices. Solo
se considerd la mayor componente conexa de la red (99,9 % del total de vértices).
Fuente de los datos: Stanford Large Network Dataset Collection http://snap.
stanford.edu/data/soc-LiveJournall.html [103].
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Cuadro B.9: Red de confianza de PGP. Arriba a la izquierda, una histograma de la
distribucién de grados de los vértices, y el ajuste por maxima verosimilitud. Abajo, de
izquierda a derecha: el k,, en funcién del grado y su ajuste por cuadrados minimos a
una ley de potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién
del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma
del coeficiente de agrupamiento de los vértices.

Fuente de los datos: [25].
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Cuadro B.10: Red metabolica de E. Coli. Arriba a la izquierda, una histograma de la
distribucién de grados de los vértices, y el ajuste por maxima verosimilitud. Abajo, de
izquierda a derecha: el k,, en funcién del grado y su ajuste por cuadrados minimos a
una ley de potencias, el coeficiente de agrupamiento promedio de los vértices en funcién
del grado y su ajuste por cuadrados minimos a una ley de potencias, y un histograma
del coeficiente de agrupamiento de los vértices.

Fuente de los datos: [145].
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